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ΜΑΘΗΜΑΣΙΚΑ ΓΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ 
                 Γ’ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 

 

 

ΚΔΦΑΛΑΙΟ 2 
 

ΣΑΣΙΣΙΚΗ  
 

ΒΑΙΚΔ ΔΝΝΟΙΔ 

 

1.  Πνίεο από ηηο παξαθάησ κεηαβιεηέο είλαη πνηνηηθέο θαη πνηεο πνζνηηθέο ; 

Από ηηο πνζνηηθέο πνηεο είλαη δηαθξηηέο θαη πνηεο ζπλερήο ; 

 α) Σν κήθνο ελόο πνηακνύ . 

 β) Σν πιήζνο ησλ ζειίδσλ ελόο βηβιίνπ . 

 γ) Σν ρξώκα ησλ καιιηώλ . 

 δ) Σν πιήζνο ησλ επηβαηώλ πνπ ρσξάεη έλα απηνθίλεην . 

 ε) Οη πσιήζεηο ελόο κνληέινπ απηνθηλήηνπ . 

 ζη) Σν επάγγεικα . 

 δ) Σν βάξνο κηαο θξαληδόιαο ςσκηνύ . 

 ε) Ζ ζεξκνθξαζία ελόο δσκαηίνπ . 

2.  ε θάζε κηα από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα βξείηε πνηνο είλαη ν 

πιεζπζκόο θαη πνηα είλαη ε κεηαβιεηή ή νη κεηαβιεηέο. Να δηαθξίλεηε πνηεο από 

απηέο είλαη πνηνηηθέο, πνηεο ζπλερείο θαη πνηεο δηαθξηηέο θαη λα αλαθέξεηε 

κεξηθέο δπλαηέο ηηκέο ηνπο . 

 α) Δμεηάδνπκε πόζνη Έιιελεο είλαη θνξείο ηνπ AIDS . 

 β) Δμεηάδνπκε πόζεο Αγγιηθέο ιέμεηο είλαη Διιεληθήο πξνέιεπζεο . 

 γ) Δμεηάδνπκε ην βάξνο ησλ καζεηώλ ελόο ζρνιείνπ . 

 δ) Δμεηάδνπκε ην λνύκεξν παπνπηζηώλ ησλ καζεηώλ κηαο ηάμεο . 

 ε) Δμεηάδνπκε ηηο επηδόζεηο ησλ αζιεηώλ ζην άικα εηο ύςνο ζηνπο 

Παλεπξσπατθνύο . 
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ΠΑΡΟΤΙΑΗ ΣΑΣΙΣΙΚΩΝ ΓΔΓΟΜΔΝΩΝ 

 

1.  Μηα νκάδα κπάζθεη πέηπρε ζ’ έλα αγώλα 12 βνιέο πνπ δίλνπλ έλα πόλην, 20 

δίπνληα θαη 8 ηξίπνληα. Να θαηαζθεπάζεηε θπθιηθό δηάγξακκα θαη ξαβόγξακκα 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ γηα ηνπο πόληνπο πνπ πξνήιζαλ από βνιέο, δίπνληα ή 

ηξίπνληα . 

 

 

2.  Σν παξαπιεύξσο δηάγξακκα 

 ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη  

ζην πιήζνο ησλ ππαιιήισλ κηαο  

επηρείξεζεο. Δίλαη ζσζηό?  

Δμεγήζηε γηαηί .  

 

3.        

 

Σν παξαθάησ πνιύγσλν αζξνηζηηθώλ 
ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη ζην ζσκαηηθό βάξνο  

δείγκαηνο 200 αλζξώπσλ. Δίλαη ζσζηό;  

Δμεγήζηε γηαηί . 

 

 

 

 

4.   
 

Σν παξαπιεύξσο δηάγξακκα ζρεηηθώλ  

ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη ζηνπο  

νξόθνπο ησλ θηηζκάησλ θάπνηαο 

 πόιεο .  

α) Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ θηηξίσλ 

 πνπ έρνπλ από 3 νξόθνπο θαη άλσ . 

 β) Να θαηαζθεπάζεηε θπθιηθό 

 δηάγξακκα γηα ην πιήζνο ησλ 

 νξόθσλ . 

 

 

 

5.         Οη παξαπιεύξσο αξηζκνί αληηπξνζσπεύνπλ ην 
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  πιήζνο ησλ ελειίθσλ επηβαηώλ 30 δηαθνξεηηθώλ 

απηνθηλήησλ. 

α) Να θαηαζθεπάζεηε πίλαθα ζπρλνηήησλ, 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ, αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη ζρεηηθώλ αζξνηζηηθώλ 

ζπρλνηήησλ. 

β) Να θαηαζθεπαζηεί δηάγξακκα αζξνηζηηθώλ ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη ην 

αληίζηνηρν πνιύγσλν . 

γ) Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ απηνθηλήησλ πνπ κεηαθέξεη : 

i) ηνπιάρηζηνλ 5 επηβάηεο  

ii) ην πνιύ 4 επηβάηεο  

iii) 4 ή 5 επηβάηεο  

 

6.           

 

Να ζπκπιεξώζεηε ηνλ 

 παξαπιεύξσο πίλαθα κηαο κεηαβιεηήο Υ .  

7. Σν βάξνο (ζε 

εθαληνληάδεο 

γξακκάξηα) ησλ 

λενγέλλεησλ 

βξεθώλ ζε έλα 

καηεπηήξην 

έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε έμη θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Ζ πξώηε θαη ε ηειεπηαία 

θιάζε έρνπλ ίζεο ζπρλόηεηεο (ζε θάζε θιάζε νη ηηκέο θαηαλέκνληαη 

νκνηόκνξθα). 

α) Να ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ζηνλ πίλαθα: 

 

Κιάζεηο [  ,  ) 
Κεληξηθέο 

ηηκέο xi 
vi fi % Ni Fi % 

    2  

 26  16   

     56 

      

  3    

 42     

ύλνιν  25    

 

β) Να ζρεδηάζεηε ην πνιύγσλν αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

γ) i. Αλ ζηε ζεξκνθξαζία κπαίλνπλ ηα βξέθε θάησ από 2,5 θηιά πόζα βξέθε 

βξίζθνληαη ζε απηή;  

    ii.  Ση βάξνο έρνπλ ηα 8 βαξύηεξα βξέθε; 

5   4   4   6   4   3   5   4   5   3  

4   3   5   6   4   5   5   3   4   4 

6   3   4   5   5   3   4   4   5   4 

Μεηαβιε-

ηή Υ 

πρλό-

ηεηα 

ρεη. 

πρλ. 

ρ.ζπρλ. 

% 

Αζξ. 

πρλ. 

Αζξ.ρ. 

πρλ. 

Αζξ.ρ. 

πρλ.% 

Υ1       

Υ2 100   150   

Υ3      67,5 

Υ4  0,1     

Υ5    400   
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8. Σα παξαθάησ δεδνκέλα αληηπξνζσπεύνπλ ηηο θαζπζηεξήζεηο ζε ιεπηά 30 

δξνκνινγίσλ κηα ακαμνζηνηρίαο  .       

14    18    1    24    6    14    4     0    12    5 

2     19   11   12    9     2    17   21   13    5 

8     15    2    12   10   17    1    16   14   13 

α) Να νκαδνπνηήζεηε ηα δεδνκέλα ζε θαηάιιειν αξηζκό θιάζεσλ ίζνπ πιάηνπο 

θαη λα θαηαζθεπάζεηε πίλαθα κε ηηο ζπρλόηεηεο, ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο, 

αζξνηζηηθέο ζπρλόηεηεο θαη αζξνηζηηθέο ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο ησλ θιάζεσλ 

απηώλ  

β) Να θαηαζθεπάζεηε ηα πνιύγσλα ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη αζξνηζηηθώλ 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ . 

9. ’ έλα Παλεπηζηεκηαθό Σκήκα νη θνηηεηέο θαηά ηελ εμέηαζε ζην κάζεκα 

ηαηηζηηθή 1, είραλ επηδόζεηο πνπ νκαδνπνηήζεθαλ ζε 5 ηζνπιαηείο θιάζεηο. Αλ 

γλσξίδεηε όηη: 

α) ην 50% ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κεγαιύηεξεο ή ίζεο ηνπ 6. 

β) ε 4
ε
 θιάζε απεηθνλίδεηαη ζε έλα θπθιηθό δηάγξακκα ζε ηόμν 72, 

γ) ππάξρνπλ 2 γξαπηά κε βαζκνινγία κηθξόηεξε ηνπ 2, 

δ) ε 2
ε
 θιάζε έρεη αζξνηζηηθή ζπρλόηεηα 5, 

ε) ε 3
ε
 θιάζε έρεη ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ εκβαδό(ηνπ 3-νπ ηζηνύ)10, λα 

θαηαζθεπάζεηε ηελ θαηαλνκή ζπρλνηήησλ, ζρεηηθώλ θαη αζξνηζηηθώλ 

ζπρλνηήησλ. 

10. Γίλεηαη έλα πνιύγσλν ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ fi % κε θνξπθέο ηα ζεκεία Α(-

3, 0),  

Β(3, 20), Γ(9, 10), Γ(15, 30), Δ(21, 20), Ε(27, 20), Ζ(33, 0). 

i.     Να θαηαζθεπάζεηε ην ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ fi %. 

ii. Να θαηαζθεπάζεηε έλα πίλαθα ζπρλνηήησλ κε ζηήιεο xi, fi %, fi, Fi, Fi %. 

iii. Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξόηεξεο από ηελ 

ηηκή 14. 

Να βξείηε ηελ ηηκή x έηζη, ώζηε ην 65% ησλ παξαηεξήζεσλ λα βξίζθεηαη πάλσ 

από απηήλ ηελ ηηκή. 

11.  Ζ ζρεηηθή ζπρλόηεηα Fi% ζ’ έλα δείγκα κεγέζνπο λ κηαο κεηαβιεηήο Υ 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν Fi% = 3i
2
 + 5i. 

 i. Να βξεζνύλ ηα f1, f2. 

ii. Να απνδεηρζεί όηη fi% = 6i + 2. 

iii. Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ παξαηεξήζεσλ xi ηνπ δείγκαηνο. 

iv. Αλ ην πιήζνο ησλ ηηκώλ ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κηθξόηεξεο ή ίζεο ηεο 

παξαηήξεζεο x3 είλαη 42, λα βξεζεί ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη λα 

θαηαζθεπαζηεί ν πίλαθαο αζξνηζηηθώλ ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ. 
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12.  Ζ ζρεηηθή ζπρλόηεηα fi ησλ ηηκώλ xi, i = 1, 2, …, θ κηαο κεηαβιεηήο Υ ζε 

έλα δείγκα κεγέζνπο λ δίλεηαη από ηνλ ηύπν fi = 
6i + 10

100
 . 

i) Να βξεζεί ην πιήζνο ησλ ηηκώλ xi. 

ii) Αλ ε ηηκή xi έρεη ζπρλόηεηα 32, λα βξεζεί ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαη ε 

ζπρλόηεηα λi. 

iii) Να βξεζεί ε αζξνηζηηθή ζρεηηθή ζπρλόηεηα Fi%. 

13.  Οη ηηκέο x1, x2, x3, x4 κηαο κεηαβιεηήο Υ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο λ έρνπλ 

ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο 
1

10
  - θ, 

1

5
  - 2θ, 

3

10
  + θ

2
, 
2

5
  + θ αληίζηνηρα. 

i) Να ππνινγίζεηε ηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό θ. 

ii) Αλ ε απόιπηε ζπρλόηεηα ηεο ηηκήο x3 είλαη 30, λα ππνινγίζεηε ην 

κέγεζνο λ ηνπ δείγκαηνο θαη λα βξείηε ηηο ππόινηπεο απόιπηεο ζπρλόηεηεο. 

14.  Έζησ x1, x2, x3, x4 κε x1 <  x2 < x3 < x4 νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ σο πξνο 

ηελ νπνία εμεηάδνπκε έλα δείγκα κεγέζνπο λ. Αλ ηζρύεη fi = 
i

5k
 , i = 1, 2, …, 4. 

i) Να βξεζεί ην θ. 

ii) Αλ λ3 = 30 λα βξεζεί ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο θαζώο θαη νη ππόινηπεο 

ζπρλόηεηεο. 

iii) Να θαηαζθεπάζεηε ην θπθιηθό δηάγξακκα ζπρλνηήησλ. 

15.  Σν δηπιαλό θπθιηθό δηάγξακκα  παξνπζηάδεη 

ηηο πξνηηκήζεηο 720 αηόκσλ ζε 4 ηειενπηηθά θαλά- 

ιηα. Αλ (α + β)
ν
 , (2α + 42)

ν
, (3β - 15)

ν
, β

ν
 είλαη νη 

γσλίεο ησλ θπθιηθώλ ηνκέσλ ηνπ δηαγξάκκαηνο θαη 

α + β = 81 ηόηε: 

i) Να βξείηε ηα α, β. 

ii) Να θαηαζθεπάζεηε πίλαθα ζπρλνηήησλ, θα- 

ζώο θαη ην ξαβδόγξακκα ζπρλνηήησλ. 

16.  Γίλεηαη ην δηάγξακκα αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

Αλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 50 θαη ηζρύεη 

 
λ1

λ3
   = 

1

3
  ηόηε: 

i) Να θαηαζθεπάζεηε ηνλ πίλαθα θαηαλνκήο ησλ 

αζξνηζηηθώλ ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

ii) Να θαηαζθεπάζεηε ην δηάγξακκα θαη ην πνιύ- 

γσλν ζπρλνηήησλ. 
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ΜΔΣΡΑ ΘΔΗ ΚΑΙ ΓΙΑΠΟΡΑ 

  

1.  Μηα νκάδα κπάζθεη πέηπρε ζ’ έλα αγώλα 12 βνιέο πνπ δίλνπλ έλα πόλην, 20 

δίπνληα θαη 8 ηξίπνληα. Να θαηαζθεπάζεηε θπθιηθό δηάγξακκα θαη ξαβόγξακκα 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ γηα ηνπο πόληνπο πνπ πξνήιζαλ από βνιέο, δίπνληα ή 

ηξίπνληα . 

 

 

2.  Σν παξαπιεύξσο δηάγξακκα 

 ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη  

ζην πιήζνο ησλ ππαιιήισλ κηαο  

επηρείξεζεο. Δίλαη ζσζηό?  

Δμεγήζηε γηαηί .  

 

3.        

 

Σν παξαθάησ πνιύγσλν αζξνηζηηθώλ 
ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη ζην ζσκαηηθό βάξνο  

δείγκαηνο 200 αλζξώπσλ. Δίλαη ζσζηό;  

Δμεγήζηε γηαηί . 

 

 

 

 

4.   
 

Σν παξαπιεύξσο δηάγξακκα ζρεηηθώλ  

ζπρλνηήησλ αλαθέξεηαη ζηνπο  

νξόθνπο ησλ θηηζκάησλ θάπνηαο 

 πόιεο .  

α) Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ θηηξίσλ 

 πνπ έρνπλ από 3 νξόθνπο θαη άλσ . 

 β) Να θαηαζθεπάζεηε θπθιηθό 

 δηάγξακκα γηα ην πιήζνο ησλ 

 νξόθσλ . 
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5.         Οη παξαπιεύξσο αξηζκνί αληηπξνζσπεύνπλ ην 

  πιήζνο ησλ ελειίθσλ επηβαηώλ 30 δηαθνξεηηθώλ 

απηνθηλήησλ. 

α) Να θαηαζθεπάζεηε πίλαθα ζπρλνηήησλ, 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ, αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη ζρεηηθώλ αζξνηζηηθώλ 

ζπρλνηήησλ. 

β) Να θαηαζθεπαζηεί δηάγξακκα αζξνηζηηθώλ ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη ην 

αληίζηνηρν πνιύγσλν . 

γ) Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ απηνθηλήησλ πνπ κεηαθέξεη : 

iv) ηνπιάρηζηνλ 5 επηβάηεο  

v) ην πνιύ 4 επηβάηεο  

vi) 4 ή 5 επηβάηεο  

 

6.           

 

Να 

ζπκπιεξώζεηε 

ηνλ 

 παξαπιεύξσο 

πίλαθα κηαο 

κεηαβιεηήο Υ .  

 

 

 

 

7. Σν βάξνο (ζε εθαληνληάδεο γξακκάξηα) ησλ λενγέλλεησλ βξεθώλ ζε έλα 

καηεπηήξην έρνπλ νκαδνπνηεζεί ζε έμη θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Ζ πξώηε θαη ε 

ηειεπηαία θιάζε έρνπλ ίζεο ζπρλόηεηεο (ζε θάζε θιάζε νη ηηκέο θαηαλέκνληαη 

νκνηόκνξθα). 

α) Να ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ζηνλ πίλαθα: 

 

Κιάζεηο [  ,  ) 
Κεληξηθέο 

ηηκέο xi 
vi fi % Ni Fi % 

    2  

 26  16   

     56 

      

  3    

 42     

ύλνιν  25    

 

5   4   4   6   4   3   5   4   5   3  

4   3   5   6   4   5   5   3   4   4 

6   3   4   5   5   3   4   4   5   4 

Μεηαβιε-

ηή Υ 

πρλό-

ηεηα 

ρεη. 

πρλ. 

ρ.ζπρλ. 

% 

Αζξ. 

πρλ. 

Αζξ.ρ. 

πρλ. 

Αζξ.ρ. 

πρλ.% 

Υ1       

Υ2 100   150   

Υ3      67,5 

Υ4  0,1     

Υ5    400   
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β) Να ζρεδηάζεηε ην πνιύγσλν αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ. 

γ) i. Αλ ζηε ζεξκνθξαζία κπαίλνπλ ηα βξέθε θάησ από 2,5 θηιά πόζα βξέθε 

βξίζθνληαη ζε απηή;  

    ii.  Ση βάξνο έρνπλ ηα 8 βαξύηεξα βξέθε; 

8. Σα παξαθάησ δεδνκέλα αληηπξνζσπεύνπλ ηηο θαζπζηεξήζεηο ζε ιεπηά 30 

δξνκνινγίσλ κηα ακαμνζηνηρίαο  .       

14    18    1    24    6    14    4     0    12    5 

2     19   11   12    9     2    17   21   13    5 

8     15    2    12   10   17    1    16   14   13 

α) Να νκαδνπνηήζεηε ηα δεδνκέλα ζε θαηάιιειν αξηζκό θιάζεσλ ίζνπ πιάηνπο 

θαη λα θαηαζθεπάζεηε πίλαθα κε ηηο ζπρλόηεηεο, ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο, 

αζξνηζηηθέο ζπρλόηεηεο θαη αζξνηζηηθέο ζρεηηθέο ζπρλόηεηεο ησλ θιάζεσλ 

απηώλ  

β) Να θαηαζθεπάζεηε ηα πνιύγσλα ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ θαη αζξνηζηηθώλ 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ . 

9. ’ έλα Παλεπηζηεκηαθό Σκήκα νη θνηηεηέο θαηά ηελ εμέηαζε ζην κάζεκα 

ηαηηζηηθή 1, είραλ επηδόζεηο πνπ νκαδνπνηήζεθαλ ζε 5 ηζνπιαηείο θιάζεηο. Αλ 

γλσξίδεηε όηη: 

α) ην 50% ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κεγαιύηεξεο ή ίζεο ηνπ 6. 

β) ε 4
ε
 θιάζε απεηθνλίδεηαη ζε έλα θπθιηθό δηάγξακκα ζε ηόμν 72, 

γ) ππάξρνπλ 2 γξαπηά κε βαζκνινγία κηθξόηεξε ηνπ 2, 

δ) ε 2
ε
 θιάζε έρεη αζξνηζηηθή ζπρλόηεηα 5, 

ε) ε 3
ε
 θιάζε έρεη ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ εκβαδό(ηνπ 3-νπ ηζηνύ)10, λα 

θαηαζθεπάζεηε ηελ θαηαλνκή ζπρλνηήησλ, ζρεηηθώλ θαη αζξνηζηηθώλ 

ζπρλνηήησλ. 

10. Γίλεηαη έλα πνιύγσλν ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ fi % κε θνξπθέο ηα ζεκεία Α(-

3, 0),  

Β(3, 20), Γ(9, 10), Γ(15, 30), Δ(21, 20), Ε(27, 20), Ζ(33, 0). 

iv.    Να θαηαζθεπάζεηε ην ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ fi %. 

v. Να θαηαζθεπάζεηε έλα πίλαθα ζπρλνηήησλ κε ζηήιεο xi, fi %, fi, Fi, Fi %. 

vi. Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ παξαηεξήζεσλ πνπ είλαη κηθξόηεξεο από ηελ 

ηηκή 14. 

vii. Να βξείηε ηελ ηηκή x έηζη, ώζηε ην 65% ησλ παξαηεξήζεσλ λα βξίζθεηαη 

πάλσ από απηήλ ηελ ηηκή. 
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11. 
 

Γίλεηαη ε παξαθάησ θαηαλνκή ηεο 

κηζζνδνζίαο (ζε εθαηνληάδεο επξώ) ησλ 

80 ππαιιήισλ κηαο επηρείξεζεο. Αλ είλαη 

γλσζηό όηη ε δηάκεζνο είλαη 640€, λα 

βξεζνύλ νη ζπρλόηεηεο λ2 θαη λ3. 

 

 

 

 

 

12. Γίλεηαη ην δηπιαλό ηζηόγξακκα 

ζρεηηθώλ αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ, 

ην νπνίν πεξηγξάθεη ην ρξόλν (ζε 

min) πνπ ρξεηάδνληαη νη νδεγνί λα 

δηαλύζνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε 

απόζηαζε 8 Km. 

i. Να βξεζεί ε κέζε ηηκήο ηεο 

ηαρύηεηαο ησλ νδεγώλ. 

ii. Να βξεζεί ε ηαρύηεηα πνπ 

πξέπεη λα έρεη έλαο νδεγόο, 

ώζηε λα πεξηιακβάλεη ζην 

15% ησλ πην «γξήγνξσλ». 

iii. Αλ ην όξην ηαρύηεηαο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή είλαη 50 Km/h, λα 

βξεζεί ε πηζαλόηεηα λα δερζεί θιήζε έλαο νδεγόο. 

13. Ζ βαζκνινγία ζηα γξαπηά 50 καζεηώλ θπκάλζεθε από 10 έσο 20. 

Υσξίδνληαο ηνπο 50 βαζκνύο ησλ αληίζηνηρσλ γξαπηώλ ζε 5 θιάζεηο ίζνπ 

πιάηνπο θαη θαηαζθεπάδνληαο ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ θαη ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ 

θαζώο θαη θπθιηθό δηάγξακκα ζπρλνηήησλ, παξαηεξήζακε όηη : 

i.  ζην ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ, ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ ηεο θιάζεο 10-12 

ηζνύηαη κε 5. 

ii.  ζην ηζηόγξακκα ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ (επί ηνηο εθαηό), ην ύςνο ηνπ 

νξζνγσλίνπ ηεο θιάζεο 16-18 είλαη 20. 

iii. ζην θπθιηθό δηάγξακκα ζπρλνηήησλ, ην ηόμν πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θιάζε 14-

16 είλαη 144. 

Αλ νη καζεηέο πνπ ην γξαπηό ηνπο βαζκνινγήζεθε κε 12-14 είλαη ηεηξαπιάζηνη 

από ηνπο καζεηέο πνπ βαζκνινγήζεθαλ κε 18-20, λα δείμεηε όηη : 

α. Σν πιάηνο ηεο θιάζεο είλαη 2. 

β. Οη καζεηέο κε βαζκό 18-20 είλαη 3. 

γ. Να γίλεη πίλαθαο θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ θαη λα βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε 

δηάκεζνο από ηα αλάινγα ηζηνγξάκκαηα. 

Μηζζόο 

(εθαηνληάδεο 

€) 

Τπάιιεινη 

[2, 4) 10 

[4, 6)  

[6, 8)  

[8, 10) 15 

[10, 12] 5 

ύλνιν 80 

ρξόλνο t(min)

Fi %

141210864

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10
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           . 3 

 

ΜΔΣΡΑ ΘΔΗ ΚΑΙ ΓΙΑΠΟΡΑ 

  

1.  Έζησ x  ε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x σο πξνο ηελ νπνία εμεηάδνπκε έλα 

δείγκα. Σόηε ε κέζε ηηκή y  ηεο κεηαβιεηήο y =αx+β (α, β∈R) είλαη y  = α x +β . 

2.  Από ηνπο 10 παίθηεο κηαο νκάδαο κπάζθεη νη 8 είλαη Έιιελεο κε κέζε ηηκή 

πςώλ 201 cm. Οη 2 μέλνη έρνπλ κέζν ύςνο 208 cm. 

 α) πνην ην κέζν ύςνο ηεο νκάδαο; 

 β) ηε κέζε ηεο αγσληζηηθήο πεξηόδνπ ν έλαο μέλνο πνπ είρε ύςνο 210 cm 

αληηθαηαζηήζεθε κε άιινλ ύςνπο 212 cm. Πνην ην κέζν ύςνο κεηά ηελ αιιαγή; 

Αλ ν πξνπνλεηήο ήζειε ην κέζν ύςνο ηεο νκάδαο ζηα 203 cm ηόηε πνην ύςνο 

έπξεπε λα έρεη ν θαηλνύξηνο μέλνο . 

3.  ε 20 παξαηεξήζεηο κηαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο x βξήθακε κέζε ηηκή x =60 

Γηαπηζηώζεθε όκσο ζην ηέινο όηη νη 10 παξαηεξήζεηο από απηέο είραλ 

εζθαικέλα ππεξεθηηκεζεί θαηά 5 κνλάδεο θάζε κία ελώ 9 από ηηο ππόινηπεο 

είραλ ππνεθηηκεζεί θαηά 10 κνλάδεο ε θάζε κία. Να βξεζεί ν ζσζηόο κέζνο y  

ησλ παξαηεξήζεσλ . 

4.  ε θαηαλνκή πνπ έπξεπε λα έρεη 50 παξαηεξήζεηο , δηαπηζηώζεθε όηη από 

ιάζνο θαηαρσξίζηεθε θαη πεληεθνζηή πξώηε ηηκή 60. Αλ ε ιαζεκέλε κέζε ηηκή 

πνπ πξνέθπςε είλαη 20, λα βξείηε ηε ζσζηή κέζε ηηκή ηεο θαηαλνκήο .  

5.  i.  Σν εξγαηηθό δπλακηθό κηαο βηνκεραλίαο αλέξρεηαη ζε 90 άηνκα κε κέζν 

κηζζό 700€ κεληαίσο. Αλ νη πξντζηάκελνη θαη ην εμεηδηθεπκέλν πξνζσπηθό είλαη 

ζπλνιηθά 30 άηνκα θαη ιακβάλνπλ κέζν κηζζό 1000€ πνηνο είλαη ν κέζνο κηζζόο 

ησλ αλεηδίθεπησλ εξγαδόκελσλ; 

ii. Αλ πξνζιεθζνύλ 10 αθόκα άηνκα, ηα 4 κε κέζν κηζζό 600€ θαη ηα 

ππόινηπα κε 700€, εμεηάζηε πσο ζα δηακνξθσζεί ε λέα κέζε ηηκή ηνπ κηζζνύ 

όισλ ησλ εξγαδνκέλσλ ηεο βηνκεραλίαο απηήο. 

6.  Ο ηξόπνο εηζαγσγήο ζηα Α.Δ.Η. κηαο ρώξαο  πεξηιακβάλεη ηε γξαπηή εμέηαζε 

ζε 10 καζήκαηα. Γηα λα εηζαρζεί έλαο καζεηήο ζε κηα ζρνιή ρξεηάδεηαη κέζν όξν 

βαζκνινγίαο 17. Έλαο καζεηήο ζηα πξώηα 7 καζήκαηα έρεη κέζε βαζκνινγία 14. 

Δίλαη δπλαηόλ ν καζεηήο κε θαηάιιειεο επηδόζεηο ζηα ππόινηπα καζήκαηα λα 

κπεη ζηε ζρνιή απηή; 

7. Ζ εζληθή νκάδα κπάζθεη πνπ θαηέθηεζε ηελ πξώηε ζέζε ζην Δπξσπατθό 

πξσηάζιεκα είρε ζηε ζύλζεζή ηεο 4 παίθηεο πνπ αγσλίδνληαη ζην ειιεληθό 

πξσηάζιεκα, νη νπνίνη είραλ κέζν όξν ειηθίαο 23,5 έηε. Οη ππόινηπνη παίθηεο 

αγσλίδνληαη ζε δηάθνξεο ρώξεο ηεο Δπξώπεο θαη είραλ κέζν όξν ειηθίαο 25 έηε. 

α)  Βξείηε πόζνη παίθηεο ζπκκεηείραλ ζηελ Δζληθή νκάδα. 
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β)  Αλ ππνηεζεί όηη ζην ακέζσο επόκελν επξσπατθό πξσηάζιεκα, πνπ ζα γίλεη ζε 

2 ρξόληα, ε Δζληθή ζα κεηέρεη κε ηνπο ίδηνπο παίθηεο, κε εμαίξεζε έλαλ παίθηε 

ειηθίαο ηόηε 30 εηώλ πνπ απνζύξεηαη θαη ν νπνίνο αληηθαζίζηαηαη από άιιν 

παίθηε ειηθίαο ηόηε 20 εηώλ, λα βξεζεί ε λέα κέζε ειηθία ηεο νκάδαο. (Γίλεηαη 

όηη ν κέζνο όξνο ηεο ειηθίαο όισλ ησλ παηθηώλ είλαη 24,5 έηε) 

8.  Να βξεζεί ε κέζε ηηκή ησλ αξηζκώλ 2, 6, 10, 14, …, 398. 

9.  α) Ζ κέζε ηηκή ησλ βαζκώλ ζηα Μαζεκαηηθά ηνπ α’ ηεηξακήλνπ 50 καζεηώλ 

ηεο Γ’ Λπθείνπ είλαη 15, ελώ ε κέζε ηηκή ησλ 20 πξώησλ είλαη 18. Να βξεζεί ε 

κέζε ηηκή ησλ ππόινηπσλ. 

β) ην β’ ηεηξάκελν νη κηζνί πήξαλ κηα κνλάδα ιηγόηεξν, νη 15 πήξαλ 2 κνλάδεο 

πεξηζζόηεξν θαη νη ππόινηπνη 10, πήξαλ 3 κνλάδεο πεξηζζόηεξν. Να βξεζεί ε 

κέζε ηηκή ηνπ β’ ηεηξακήλνπ. 

10.  Ρσηήζακε 120 άηνκα πνηα είλαη ε ειηθία ηνπο. Δίθνζη από απηνύο δήισζαλ 

ειηθία θαηά έλα ρξόλν κηθξόηεξε ηεο πξαγκαηηθήο, ηξηάληα θαηά δύν ρξόληα 

κεγαιύηεξε ηεο πξαγκαηηθήο, δύν θαηά 5 ρξόληα κηθξόηεξε ηεο πξαγκαηηθήο θαη 

νη ππόινηπνη δήισζαλ ηελ πξαγκαηηθή ηνπο ειηθία. Να βξείηε ηε ζρέζε πνπ 

ζπλδέεη ηελ πξαγκαηηθή κέζε ηηκή ησλ ειηθηώλ κε ηε κέζε ηηκή πνπ πξνέθπςε 

από ηηο απαληήζεηο ησλ αηόκσλ. 

11. Ο κέζνο όξνο ζηα καζεκαηηθά ησλ καζεηώλ κηαο ηάμεο ελόο Λπθείνπ είλαη 

14. ηελ ηάμε απηή ήξζαλ από άιιν ζρνιείν δύν καζεηέο κε βαζκνύο : ν έλαο 19 

θαη ν άιινο 13. Ο λένο κέζνο όξνο είλαη ίζνο κε 14,2. Να βξεζεί ν αξρηθόο 

αξηζκόο ησλ καζεηώλ ηεο ηάμεο. 

 

 

12. Γίλεηαη ην πνιύγσλν ησλ αζξνηζηηθώλ 

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ ελόο δείγκαηνο. Να 

ππνινγίζεηε ηε δηάκεζν ηνπ δείγκαηνο. 

 

 

 

 

 

 

13.  Να ππνινγηζηεί ε δηάκεζνο ελόο δείγκαηνο νκαδνπνηεκέλσλ παξαηεξήζεσλ 

αλ γλσξίδνπκε όηη : 

 

ΚΛΑΔΗ [2, 6) [6, 10) [10, 14) [14, 18) 

fi % 10 25 40 25 

 

 

 

0

Fi %

2418126

100

85

45

15
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10

7

2

50

40

100

F %

403020 6050

δ = 42

 

 

14.         

 

        
ην παξαθάησ ηζηόγξακκα αζξνηζηηθώλ  

ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ, ε δηάκεζνο είλαη  

δ= 42. Να ππνινγίζεηε ηελ αζξνηζηηθή  

ζρεηηθή ζπρλόηεηα ηεο θιάζεο [40, 50) . 

 

 

 

 

 

15.  

 Ζ κεηαβιεηή Υ παίξλεη ηηο ηηκέο πνπ θαίλνληαη ζηνλ πίλαθα κε ηηο  

αληίζηνηρεο ζπρλόηεηεο. Ζ ηέηαξηε ζπρλόηεηα  είλαη άγλσζηε. 

Μπνξείηε λα ηελ ππνινγίζεηε, αλ  

α) ε κέζε ηηκή είλαη 11     

                β) ε δηάκεζνο είλαη 11 

               

 

16.   
Σα λνηθνθπξηά ησλ δεκνζίσλ ππαιιήισλ κηαο πόιεο 

έρνπλ θαηά κέζνλ όξν 2,63 δσκάηηα. Από ηνλ πίλαθα 

ζπρλνηήησλ όκσο ηεο κεηαβιεηήο x = αξηζκόο δσκαηίσλ 

έρνπλ ζβεζηεί νη ζπρλόηεηεο ησλ ηηκώλ x = 2 θαη x = 3.Να 

ππνινγηζηεί ν δηάκεζνο .  
 

17.  Σα λνύκεξα παπνπηζηώλ 8 ζηξαηησηώλ είλαη :  

40    44    42    41    42    44    42    44 

Να βξείηε : α) ηε δηαθύκαλζε β) ηελ ηππηθή απόθιηζε 

         γ) ην ζπληειεζηή κεηαβιεηόηεηαο  . 

18.  Πνηα είλαη ε δηαθύκαλζε ησλ παξαηεξήζεσλ x, x+2, x+7; Πνηα ε ηππηθή 

απόθιηζε ; 

19.  Γίλεηαη ν πξαγκαηηθόο αξηζκόο ι θαη 8 δηαδνρηθνί πεξηηηνί αθέξαηνη 

αξηζκνί. Αλ ι∈(50, 80) θαη νη παξαπάλσ αξηζκνί έρνπλ κέζνη ηηκή 64, λα βξεζεί 

ν δηάκεζνο θαη ε ηππηθή απόθιηζε . 
 

xi vi 

6 

8 

10 

12 

14 

16 

2 

3 

4 

; 

2 

3 

Αξηζκ. Γσκαη. 

xi 
λi 

1 

2 

3 

4 

16 

- 

- 

26 

Άζξνηζκα 100 
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1
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x
i

2
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20.   
Ο πίλαθαο παξνπζηάδεη ηα νξζνγξαθηθά ιάζε 50 

καζεηώλ ηεο ηειεπηαίαο ηάμεο ελόο ιπθείνπ. Σα 

ζηνηρεία πνπ ιείπνπλ έρνπλ ραζεί. Αλ ν κέζνο 

αξηζκεηηθόο ηεο παξαπάλσ θαηαλνκήο είλαη x  = 

1,4 λα ππνινγηζηεί ε δηαθύκαλζε . 

21.   
 

Αλ ζηελ παξαθάησ θαηαλνκή ν κέζνο 

αξηζκεηηθόο είλαη 15, λα ππνινγηζζνύλ νη 

ζπρλόηεηεο πνπ έρνπλ ραζεί θαη ε ηππηθή 

απόθιηζε . 

 

 

22. ε καζεκαηηθνύο αγώλεο ζθαηξνβνιίαο, ε ρακειόηεξε επίδνζε ήηαλ 3m θαη 

ε ςειόηεξε 11m. Οκαδνπνηήζακε ηα απνηειέζκαηα ζε 4 ηζνπιαηείο θιάζεηο θαη 

πξνέθπςε όηη : Σν 12% ησλ καζεηώλ έξημε κέρξη 5m θαη ην 80% έξημε κέρξη 9m. 

Αλ νη κηζέο ξίςεηο μεπέξαζαλ ηα 7,5m, λα βξεζεί ε ηππηθή απόθιηζε. 

23.  Γίλνληαη νη κεηαβιεηέο x θαη y κε κέζεο ηηκέο x , y  θαη ηππηθέο απνθιίζεηο 

Sx  θαη Sy αληίζηνηρα. α) Αλ y = αx + β x  λα απνδεηρζεί όηη Sy = │α│∙Sx,  

β) Αλ Sy= Sx θαη ππάξρνπλ δύν παξαηεξήζεηο ηεο κεηαβιεηήο x δηαθνξεηηθέο , λα 

πξνζδηνξηζηνύλ νη α, β∈R ώζηε x  = 2 θαη y  = 4. 

24.  Ζ κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε 7 αξηζκώλ είλαη x  = 20 θαη s = 10  

 

αληίζηνηρα. Αλ γηα ηηο πξώηεο 6 ηηκέο ηζρύεη 
6

2

i

i 1

(x x)


  = 600, λα βξεζεί ε 

έβδνκε ηηκή .  

25.  Μηα ζνθνιαηνβηνκεραλία παξαζθεπάδεη πιάθεο ζνθνιάηαο κε κέζε ηηκή 

βάξνπο 200 g. Γλσξίδνπκε όηη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο είλαη CV = 25% θαη όηη 

ηζρύεη xi²∙vi = 1275000. Να βξείηε ην κέγεζνο v ηνπ δείγκαηνο . 

26.  Αλ x  ε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x θαη t1, t2 ,…, tλ λ∈N* κηα ζεηξά  

παξαηεξήζεσλ κε ζπρλόηεηα 1, λα δείμεηε όηη: S²= 
1

v
 2 2

i

i 1

t x




    

27.  Θεσξνύκε δείγκα κέγεζνο 10. Αλ ε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ xi είλαη 8  

 

θαη         = 1000, λα βξείηε : α) ηε δηαθύκαλζε β) ηελ ηππηθή απόθιηζε. 

28.  Αλ Sx² είλαη ε δηαθύκαλζε κηαο κεηαβιεηήο x, λα δείμεηε όηη : Sx² < 
2x  . 

Λάζε 

xi 

Μαζεηήο 

vi 
vixi 

1 α α 

2 β 2β 

3 5 15 

Άζξνηζκα  50 15+α+2β 

Κιάζεηο  vi xi vixi 

[0, 10) 4 5 20 

[10, 20) α 15 15∙α 

[20, 30) β 25 25∙β 

[30, 40) 1 35 35 

 10  55+15α+25β 
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29.  Να δεηρηεί όηη ε δηαθύκαλζε S²= 
1

v
 

k
2

i i

i 1

(x x)


 
  

 
 ελόο δείγκαηνο κπνξεί  

 

λα γξαθηεί θαη κε ηε κνξθή: S²= 
1

v
 

k

i i i

i 1

(x x)x


 
  

 
 . 

 

30.  Θεσξνύκε ηε κεηαβιεηή x κε ζύλνιν ηηκώλ Α= {0, 1}. Αλ S² είλαη ε 

δηαθύκαλζε ηεο x θαη x  ε κέζε ηηκή ηεο, λα δεηρζεί όηη: S²= x ∙(1- x ) . 

31.  Να δεηρζεί όηη δελ είλαη δπλαηόλ ε δηαθύκαλζε ησλ παξαηεξήζεσλ t1, 

t2,…,tv λα ζπκπίπηεη αξηζκεηηθά κε ηελ κέζε ηηκή x . 

32.  Αλ t1, t2,…,tv νη παξαηεξήζεηο κηαο πνζνηηθήο κεηαβιεηήο x λα δεηρζεί όηη  

 

ην min ηεο παξάζηαζεο        είλαη ίζν κε v∙S², όπνπ S² ε δηαθύκαλζε ηεο 

x. 

33.  Μηα πνζνηηθή κεηαβιεηή x όηαλ παίξλεη ηηο ηηκέο t1, t2,…,t8 έρεη κέζε ηηκή 

x 1 = 8 θαη ηππηθή απόθιηζε S1 = 6. Ζ ίδηα κεηαβιεηή παίξλεη ηηκέο r1, r2,…,r12 

έρεη x 2 = 3 θαη ηππηθή απόθιηζε S2 = 4. Πνηα ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε 

ηεο κεηαβιεηήο όηαλ παίξλεη ηηκέο t1, t2,…,t8 , r1, r2,…,r12 . 

34.  Έζησ όηη x, y, z πνζνηηθέο κεηαβιεηέο ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο 3λ κε λ  

ηηκέο ε θάζε κία. Αλ y = (x-1)² θαη z = (x-2)² κε y  = 10 θαη z  = 6 λα 

ππνινγηζζεί ε κέζε ηηκή x  θαη ε δηαθύκαλζε Sx² ηεο κεηαβιεηήο Υ . 

35. Αλ νη παξαηεξήζεηο x1, x2, …, xv έρνπλ κέζε ηηκή x 10  θαη δηαζπνξά 
2

xS 3  λα βξείηε ηε κέζε ηηκή y  ησλ παξαηεξήζεσλ yi όπνπ yi = 3xi² - 5xi + 4 γηα  

i = 1, 2, …, v. 

36. Να δείμεηε όηη γηα θάζε αR ηζρύεη 
v v

2 2

i i

i 1 i 1

(x x) (x )
 

    . 

37. Αλ νη κεηαβιεηέο x, ς ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε ς = 2x² - 3x + 4 θαη 21  , 

Sx = 3 λα βξείηε ηε κέζε ηηκή x . 

38. Ζ κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε κηαο κεηαβιεηήο x είλαη x  θαη Sx. Αλ 

γηα ηε κεηαβιεηή Φ ηζρύεη 2Υ + SρΦ = 2 x  λα βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε 

δηαθύκαλζε ηεο Φ αλ Sx ≠ 0. 

39.  ηνλ παξαθάησ πίλαθα έρνπλ παξαιεηθζεί δύν ζπρλόηεηεο . Να βξεζνύλ νη 

ζπρλόηεηεο απηέο, αλ γλσξίδνπκε όηη ε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη x = 7

3
 

θαη ε δηαθύκαλζε ηνπο είλαη s² = 
14

9
  . xi 1 2 3 4 5 

vi 5 4   1 

1

v

i

t
i


2

=



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 15 

40.  Πξηλ από 4 ρξόληα ε κέζε «ειηθία» ησλ 20 αεξνπιάλσλ πνπ δηαζέηεη κηα 

εηαηξία ήηαλ 18 ρξόληα θαη ε ηππηθή απόθιηζε 3 ρξόληα. Αλ γλσξίδνπκε όηη θαηά 

ην ηειεπηαίν ρξόλν 2 αεξνπιάλα κε ειηθίεο 20, 25 ρξόλσλ αληηθαηαζηάζεθαλ 

από 2 λέα ειηθίαο 7, 15 ρξόλσλ. Να ππνινγίζεηε : 

 α) ηε ησξηλή κέζε ειηθία ηνπ «ζηόινπ» , 

 β) ηελ ηππηθή απόθιηζε ησλ ειηθηώλ .  

41.  Ζ κέζε ηηκή θαη ε δηαθύκαλζε S² ελόο δείγκαηνο 6 δηαθνξεηηθώλ 

παξαηεξήζεσλ ππνινγίζζεθαλ θαη έρνπλ ηηο ηηκέο x  = 20, S² = 160 . 

  Γηαπηζηώζεθε αξγόηεξα πσο ε κέηξεζε 18 από ιάζνο θαηαγξάθεθε 24 . 

 α) Βξείηε ηελ πξαγκαηηθή κέζε ηηκή θαη δηαθύκαλζε ηνπ δείγκαηνο . 

 β) Δίλαη ην δείγκα νκνγελέο ; 

42.  Αλ 5, 6, 7, 8, 6, 4, 9 είλαη νη βαζκνί ηνπ θνηηεηή Ηαηξηθήο Σξειιόπνπινπ 

Ησάλλε ηνπ Α΄ έηνπο, λα ππνινγηζηεί ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηόηεηαο . 

43.  ε δύν κεηεσξνινγηθνύο ζηαζκνύο Α θαη Β έρνπκε ζε έλα 24σξν ηηο εμήο 

κεηξήζεηο ζεξκνθξαζίαο : 

ηαζκόο Α:   12    16    19    25    27    22    18    17    14 

ηαζκόο Β:   -2      0      3      5      5      6      2      1     -1 

Υξεζηκνπνηήζηε θαηάιιειν κέηξν δηαζπνξάο γηα λα ζπγθξίλεηε ηηο παξαπάλσ 

κεηξήζεηο . 

44.  H κέζε ηηκή ηεο βαζκνινγίαο ησλ καζεηώλ ηεο  Γ΄ ηάμεο ελόο ιπθείνπ 

είλαη 15. Αλ ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο είλαη CV = 20%, λα βξείηε ηελ ηππηθή 

απόθιηζε. Αλ επηπιένλ γλσξίδεηε όηη xi²vi = 21.060, λα βξείηε πόζνη είλαη νη 

καζεηέο ηεο ηάμεο . 

45.  Μηα εηαηξία κε 100 ππαιιήινπο έρεη ρσξίζεη ην κηζζνιόγηό ηεο ζε δύν 

θαηεγνξίεο : ζηελ Α θαηεγνξία πςειόκηζζσλ ππαιιήισλ θαη Β θαηεγνξία 

ρακειόκηζζσλ ππαιιήισλ. Οη εβδνκαδηαίνη κηζζνί ησλ δύν θαηεγνξηώλ θαζώο 

θαη ην πιήζνο ησλ ππαιιήισλ, παξνπζηάδνληαη ζηνπο παξαθάησ πίλαθεο : 

ΚΑΣΖΓΟΡΗΑ Α 
Μηζζόο 

ζε € 
600 550 400 500 450 

Πιήζνο 8 9 12 10 11 

ΚΑΣΖΓΟΡΗΑ Β 
Μηζζόο  

ζε € 
350 300 150 250 200 

Πιήζνο  8 9 12 10 11 

Α. Να βξεζεί ν κέζνο εβδνκαδηαίνο κηζζόο θάζε θαηεγνξίαο . 

Β. Να ππνινγηζηεί ν ζπληειεζηήο κεηαβιεηόηεηαο ησλ κηζζώλ θαη ζηηο δύν 

θαηεγνξίεο, αλ γλσξίδνπκε όηη ε ηππηθή απόθιηζε είλαη 70 € θαη ζηηο δύν 

θαηεγνξίεο . 

Γ. ε πνηα από ηηο δύν θαηεγνξίεο ε κηζζνδνζία παξνπζηάδεη κεγαιύηεξε 

νκνηνγέλεηα ; Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο . 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 16 

46.  ηηο ηειεπηαίεο εμεηάζεηο ελόο Παλεπηζηεκηαθνύ ηκήκαηνο ζην κάζεκα ηεο 

ηαηηζηηθήο έιαβαλ κέξνο 40 θνηηεηέο. Οη 12 από απηνύο βαζκνινγήζεθαλ κε 

βαζκό θάησ ηνπ 4 θαη νη 4 κε βαζκό θάησ ηνπ 2. Σν 40% ησλ θνηηεηώλ, 

βαζκνινγήζεθε κε βαζκό κεγαιύηεξν ή ίζν από 4 αιιά κηθξόηεξν ηνπ 6. Ζ 

γσλία ηνπ θπθιηθνύ ηνκέα, ηνπ αληίζηνηρνπ θπθιηθνύ δηαγξάκκαηνο ηεο 

βαζκνινγίαο ησλ θνηηεηώλ, γη’ απηνύο πνπ βαζκνινγήζεθαλ κε βαζκό 

κεγαιύηεξν ή ίζν ηνπ 8 είλαη 36.Αλ ε θιίκαθα βαζκνινγίαο είλαη από κεδέλ έσο 

δέθα (0 – 10) θαη ε βάζε ην πέληε  

α) Να θαηαζθεπάζεηε ηνλ πίλαθα ζπρλνηήησλ ηεο βαζκνινγίαο ησλ θνηηεηώλ . 

β) Να βξείηε πόζνη θνηηεηέο πέξαζαλ ην κάζεκα . 

γ) Να βξείηε ηε κέζε ηηκή, ηε δηαθύκαλζε, ηελ ηππηθή απόθιηζε θαη ην 

ζπληειεζηή κεηαβιεηόηεηαο ηεο βαζκνινγίαο ησλ θνηηεηώλ . 

Δίλαη ην δείγκα νκνγελέο ; 

47. Αλ γηα ηε κέζε ηηκή x  θαη ηε δηαθύκαλζε S² κηαο κεηαβιεηήο Xi (Υη > 0) 

ηζρύεη : 100S² = 4 x ² δεηνύληαη : 

α. Ο ζπληειεζηήο κεηαβνιήο  

β. Αλ θάζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο Υη απμεζεί θαηά 10%, πνηα ζα είλαη ε λέα ηηκή 

ηνπ ζπληειεζηή κεηαβνιήο; 

γ. Αλ θάζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο απμεζεί θαηά κηα ζηαζεξά C (C > 0), λα βξεζεί ε 

ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηε κέζε ηηκή x  κε ηε ζηαζεξά C, ώζηε ην δείγκα λα είλαη 

νκνηνγελέο. 

48. Μηα κεηαβιεηή Υ παίξλεη ηηο ηηκέο x1, x2, …, xv θαη έρεη κέζε ηηκή x 2 θαη 

ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο είλαη CV = 15%. Να ππνινγίζεηο ηε κέζε ηηκή ησλ 

ηηκώλ ηεο κεηαβιεηήο Φ όπνπ Φ = Υ² δειαδή yi = xi² κε I = 1, 2, …, v. 

49. Ο αξηζκόο ησλ ππνςεθίσλ δεκάξρσλ ζηηο ηειεπηαίεο δεκνηηθέο εθινγέο ζε 

έλα δείγκα λ δήκσλ κηαο πεξηθέξεηαο ηεο Διιάδνο δίλνληαη ζηνλ πίλαθα : 

Τπνςήθηνη 

δήκαξρνη xi 

1 2 3 4 5 

Πιήζνο 

δήκσλ λi 

10 λ2 λ3 8 10 

Αλ ηζρύεη x 3  θαη 
40 15

CV %
3

  ηόηε, λα ππνινγίζεηο : 

α) ηηο ζπρλόηεηεο λ2, λ3 θαη ην κέγεζνο λ ηνπ δείγκαηνο 

β) ηε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ ζεηηθνύ αξηζκνύ α ώζηε ην δείγκα yi = xi + α, I = 1, 2, 

…, v λα είλαη νκνηνγελέο (δειαδή λα βξεζεί ε ηηκή ηνπ α ώζηε ην δείγκα λα είλαη 

«νξηαθά» νκνηνγελέο). 

50. ύκθσλα κε ην λέν αζθαιηζηηθό λόκν, ζηνπο εξγαδόκελνπο από 35 εηώλ θαη 

άλσ, επηβάιιεηαη έλαο λένο θόξνο 3% γηα ηελ ελίζρπζε ησλ αζθαιηζηηθώλ 

ηακείσλ. Μεηά από αληηδξάζεηο ησλ εξγαδνκέλσλ, απνθαζίζηεθε λα δνζεί ζηνλ 

θαζέλα αύμεζε 30 επξώ. 
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α) Πνηνο είλαη ν κηθξόηεξνο κηζζόο, πνπ πξέπεη λα έρεη έλαο εξγαδόκελνο, ώζηε 

λα δεκησζεί από ηελ παξαπάλσ ξύζκηζε. 

β) Αλ ν κέζνο κηζζόο ησλ εξγαδνκέλσλ κηαο επηρείξεζεο ήηαλ x 800 € θαη ην 

δείγκα ήηαλ «νξηαθά» νκνηνγελέο, ηόηε λα ππνινγίζεηε ην κέζν κηζζό θαη ηελ 

ηππηθή απόθιηζε κεηά ηελ εθαξκνγή ηνπ λένπ λόκνπ. 

51. ε έλα δείγκα V = 20, ε κέζε ηηκή είλαη x 25 θαη ηζρύεη 
20

2

i

i 1

x 12.820


 . 

Να βξεζεί πόζν ηνπιάρηζηνλ ζα πξέπεη λα απμεζεί ε θάζε παξαηήξεζε, ώζηε ην 

δείγκα λα γίλεη νκνηνγελέο. 

52. Γίλνληαη νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ: 2  3  3  5  7  3  2  6  9  4. 

Α. Να ππνινγίζεηε : 

α) ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηάκεζν, 

β) ην εύξνο, 

γ) ηε δηαζπνξά θαη ηελ ηππηθή απόθιηζε, 

δ) ην ζπληειεζηή κεηαβνιήο θαη λα εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο. Αλ 

όρη, λα βξεζεί ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ζηαζεξάο cZ θαηά ηελ νπνία πξέπεη λα 

απμεζεί θάζε παξαηήξεζε έηζη ώζηε ην δείγκα λα γίλεη νκνηνγελέο. 

Β. Αλ νη παξαπάλσ ηηκέο ηνπ δείγκαηνο πνιιαπιαζηαζηνύλ αξρηθά κε -2 θαη ζηε 

ζπλέρεηα απμεζνύλ θαηά 3, λα βξεζνύλ νη λέεο ηηκέο ηεο κέζεο ηηκήο, ηεο ηππηθήο 

απόθιηζεο θαη ηνπ ζπληειεζηή κεηαβνιήο. 

53. Γίλνληαη νη παξαηεξήζεηο xi κε i = 1, 2, 3, …, 40. 10 από απηέο κεηώλνληαη 

θαηά 4 θαη 6 από απηέο απμάλνληαη θαηά 8 θαη πξνθύπηνπλ έηζη νη παξαηεξήζεηο 

yi κε i = 1, 2, 3, …, 40. 

α) Να βξείηε ηε κέζε ηηκή ησλ παξαηεξήζεσλ yi αλ x 25 . 

β) Να βξείηε ηε δηαθύκαλζε θαη ηελ ηππηθή απόθιηζε ησλ yi αλ 
40

2

i

i 1

y


 = 36.400. 

γ) Να εμεηάζεηε αλ ην δείγκα ησλ yi είλαη νκνηνγελέο. 

54.Γίλεηαη ην ηζηόγξακκα αζξνηζηηθώλ 

ζπρλνηήησλ πνπ αλαθέξεηαη ζην βάξνο ησλ 

αηόκσλ πνπ δηακέλνπλ ζε κηα πνιπθαηνηθία. 

Εεηνύληαη : 

α) Ζ κέζε ηηκή.  

β) Ζ δηάκεζνο 

γ) Ο ζπληειεζηήο κεηαβνιήο 

δ) Ο αξηζκόο ησλ αηόκσλ πνπ έρνπλ βάξνο : i. 

ην πνιύ 45 θηιά,  ii. ηνπιάρηζηνλ 55θηιά. 

 

 
706050403020

Ni %

60

50

40
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20

10

5
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55. ην παξαθάησ ζρήκα θαίλεηαη ην ηζηόγξακκα ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ fi % 

ηνπ εηήζηνπ εηζνδήκαηνο ζε ρηιηάδεο επξώ, ησλ εξγαδνκέλσλ ζε επηρείξεζε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ην ηζηόγξακκα ιείπνπλ ηα νξζνγώληα πνπ αληηζηνηρνύλ ζε δύν θιάζεηο. Αλ 

ε κέζε ηηκή ηνπ εηήζηνπ εηζνδήκαηνο είλαη 15200 επξώ ηόηε: 

α. Να βξείηε ηηο ζπρλόηεηεο f3, f4 πνπ ιείπνπλ 

β. Ζ δηνίθεζε ηεο επηρείξεζεο απνθάζηζε ηελ ρνξήγεζε επηδόκαηνο ζέξκαλζεο 

ζε όζνπο από ηνπο εξγαδόκελνπο έρνπλ έζνδα εηήζηα κηθξόηεξα από 16000 

επξώ. Βξείηε ην πνζνζηό ησλ εξγαδνκέλσλ πνπ δηθαηνύληαη ην επίδνκα. 

γ. Αλ γλσξίδνπκε όηη ην εκβαδόλ ηνπ ρσξίνπ πνπ νξίδεηαη από ην πνιύγσλν 

ζπρλνηήησλ θαη ηνλ νξηδόληην άμνλα είλαη 40 ηόηε λα βξείηε ηνλ αξηζκό ησλ 

νηθνγελεηώλ πνπ δηθαηνύληαη ην επίδνκα ηνπ πξνεγνύκελνπ εξσηήκαηνο. 

δ. Αλ ε δηνίθεζε ηεο εηαηξείαο απνθαζίζεη λα απμήζεη ηνπο κηζζνύ όισλ ησλ 

εξγαδνκέλσλ θαηά 10% από ηελ επόκελε ρξνληά. Να βξείηε πνηα ζα είλαη ε κέζε 

ηηκή ηνπ εηήζηνπ εηζνδήκαηνο, κεηά ηελ αύμεζε. 

56. 
 

Γίλεηαη ε παξαθάησ θαηαλνκή ηεο 

κηζζνδνζίαο (ζε εθαηνληάδεο επξώ) ησλ 

80 ππαιιήισλ κηαο επηρείξεζεο. Αλ είλαη 

γλσζηό όηη ε δηάκεζνο είλαη 640€, λα 

βξεζνύλ νη ζπρλόηεηεο λ2 θαη λ3. 

 

 

 

 

 

57. Γίλεηαη ην δηπιαλό ηζηόγξακκα 

ζρεηηθώλ αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ, 

ην νπνίν πεξηγξάθεη ην ρξόλν (ζε 

min) πνπ ρξεηάδνληαη νη νδεγνί λα 

δηαλύζνπλ κηα ζπγθεθξηκέλε 

απόζηαζε 8 Km. 

i. Να βξεζεί ε κέζε ηηκήο ηεο 

ηαρύηεηαο ησλ νδεγώλ. 

Μηζζόο 

(εθαηνληάδεο 

€) 

Τπάιιεινη 

[2, 4) 10 

[4, 6)  

[6, 8)  

[8, 10) 15 

[10, 12] 5 

ύλνιν 80 

εηζόδεκα ζε ρηι. επξώ201816141210

fi %

20

10

ρξόλνο t(min)

Fi %

141210864

100

90

80

70

60

50

40

30

20

10
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ii. Να βξεζεί ε ηαρύηεηα πνπ πξέπεη λα έρεη έλαο νδεγόο, ώζηε λα πεξηιακβάλεη 

ζην 15% ησλ πην «γξήγνξσλ». 

iii. Αλ ην όξην ηαρύηεηαο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή είλαη 50 Km/h, λα 

βξεζεί ε πηζαλόηεηα λα δερζεί θιήζε έλαο νδεγόο. 

58. Ζ βαζκνινγία ζηα γξαπηά 50 καζεηώλ θπκάλζεθε από 10 έσο 20. 

Υσξίδνληαο ηνπο 50 βαζκνύο ησλ αληίζηνηρσλ γξαπηώλ ζε 5 θιάζεηο ίζνπ 

πιάηνπο θαη θαηαζθεπάδνληαο ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ θαη ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ 

θαζώο θαη θπθιηθό δηάγξακκα ζπρλνηήησλ, παξαηεξήζακε όηη : 

i.  ζην ηζηόγξακκα ζπρλνηήησλ, ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγσλίνπ ηεο θιάζεο 10-12 

ηζνύηαη κε 5. 

ii.  ζην ηζηόγξακκα ζρεηηθώλ ζπρλνηήησλ (επί ηνηο εθαηό), ην ύςνο ηνπ 

νξζνγσλίνπ ηεο θιάζεο 16-18 είλαη 20. 

iii. ζην θπθιηθό δηάγξακκα ζπρλνηήησλ, ην ηόμν πνπ αληηζηνηρεί ζηελ θιάζε 14-

16 είλαη 144. 

Αλ νη καζεηέο πνπ ην γξαπηό ηνπο βαζκνινγήζεθε κε 12-14 είλαη ηεηξαπιάζηνη 

από ηνπο καζεηέο πνπ βαζκνινγήζεθαλ κε 18-20, λα δείμεηε όηη : 

α. Σν πιάηνο ηεο θιάζεο είλαη 2. 

β. Οη καζεηέο κε βαζκό 18-20 είλαη 3. 

γ. Να γίλεη πίλαθαο θαηαλνκήο ζπρλνηήησλ θαη λα βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε 

δηάκεζνο από ηα αλάινγα ηζηνγξάκκαηα. 

59.  Έλαο πιαλόδηνο πσιεηήο πνύιεζε ζε κηα κέξα 100 θαξπνύδηα. Σν κέζν 

βάξνο ησλ θαξπνπδηώλ ήηαλ 7kg κε ηππηθή απόθιηζε s = 1kg. Ο πσιεηήο 

γλώξηδε όηη ε δπγαξηά ηνπ έδεηρλε 2kg πεξηζζόηεξα ζε θάζε κέηξεζε. 

i) Να βξεζεί ε πξαγκαηηθή κέζε ηηκή θαη ηππηθή απόθιηζε ηνπ βάξνπο ησλ   

θαξπνπδηώλ. 

ii) Αλ xi , i = 1, 2, …, 100 ηα πξαγκαηηθά βάξε ησλ θαξπνπδηώλ, λα 

απνδεηρζεί όηη: 2 2 2

1 2 100x x ... x 2600    . 

60.  Οη ζεκεξηλέο ειηθίεο κηαο νκάδαο αλζξώπσλ έρνπλ ζπληειεζηή κεηαβνιήο 

CV1 = 8% ελώ πξηλ από 15 ρξόληα ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ησλ ειηθηώλ ηνπο 

ήηαλ CV2 = 20%. 

i) Να βξεζεί ε κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε ηεο ζεκεξηλήο ηνπο 

ειηθίαο. 

ii) Πξηλ πόζα ρξόληα από ζήκεξα νη ειηθίεο ησλ αλζξώπσλ απηήο ηεο 

νκάδαο είραλ γηα πξώηε θνξά νκνηνγέλεηα. 

iii) Αλ ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ ζεκεξηλώλ ειηθηώλ είλαη 25160, λα 

βξεζεί πόζνη άλζξσπνη απαξηίδνπλ απηνί ηελ νκάδα.
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.  4 

 

ΚΑΜΠΤΛΖ ΚΑΝΟΝΗΚΖ ΚΑΣΑΝΟΜΖ 

 

1. Μία εηαηξία ζπζθεπάδεη θνλζέξβεο κε κέζν βάξνο 500g. Ζ δηαθύκαλζε είλαη 

s²= 9. Aλ έρνπκε πεξίπνπ θαλνληθή θαηαλνκή, λα βξεζεί ην πνζνζηό ησλ 

θνλζεξβώλ πνπ δπγίδνπλ: 

α) ιηγόηεξν από 494 g  β) 497g σο 503 g. 

γ) 500-506 g                  δ) πάλσ από 503 g  

2. Γείγκα καζεηώλ ζην εξώηεκα πόζεο θνξέο ην ρξόλν πεγαίλεη ζην γήπεδν 

έδσζε απαληήζεηο ε κέζε ηηκή ησλ νπνίσλ είλαη 8 κε ηππηθή απόθιηζε 2. 

Τπνζέηνληαο όηη έρνπκε πεξίπνπ θαλνληθή θαηαλνκή, λα βξείηε 

θαηά πξνζέγγηζε ην πνζνζηό ησλ καζεηώλ πνπ πεγαίλνπλ: 

α) θάησ από 6 θνξέο    β) πάλσ από 12 θνξέο 

γ) ην πνιύ 8 θνξέο      δ) από 6 έσο 12 θνξέο 

3. ε κηα θαλνληθή θαηαλνκή πνπ αλαθέξεηαη ζην ρξόλν(ιεπηά) πνπ ρξεηάδνληαη 

νη καζεηέο λα πάλε από ην ζπίηη ηνπο ζην ζρνιείν, ππνινγίζηεθε όηη ν 

ζπληειεζηήο κεηαβνιήο είλαη 0,20 θαη ην 16% πεξίπνπ ησλ καζεηώλ ρξεηάδεηαη 

ην πνιύ 8 ιεπηά. Εεηνύληαη: 

α) Ζ κέζε ηηκή θαη ε ηππηθή απόθιηζε ηεο θαηαλνκήο. 

β) Σν εύξνο (θαηά πξνζέγγηζε). 

γ) Σν πνζνζηό ησλ καζεηώλ πνπ ρξεηάδεηαη 8-14 ιεπηά. 

 4. Ζ κέζε ηηκή δείγκαηνο, κε θαλνληθή θακπύιε ζπρλνηήησλ, είλαη 3 θαη ην 

γηλόκελν δηαθύκαλζεο κέζεο ηηκήο ηζνύηαη κε 432. Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ 

ηηκώλ ηνπ δείγκαηνο ζην δηάζηεκα (-9, 27) . 

5.  ε κηα εηαηξία νη εβδνκαδηαίνη κηζζνί ησλ ππαιιήισλ αθνινπζνύλ ηελ 

θαλνληθή θαηαλνκή θαη ην 16% πεξίπνπ ησλ ππαιιήισλ έρεη εβδνκαδηαίν κηζζό 

κεγαιύηεξν ησλ 500€, ελώ ην 2,5% πεξίπνπ έρεη εβδνκαδηαίν κηζζό κηθξόηεξν 

ησλ 200€. 

Α. Να βξείηε ην κέζν εβδνκαδηαίν κηζζό ησλ ππαιιήισλ θαη ηελ ηππηθή 

απόθιηζε ηνπ κηζζνύ ηνπο. 

Β. Αλ 34 ππάιιεινη έρνπλ εβδνκαδηαίν κηζζό πνπ θπκαίλεηαη από 300 έσο 

500€ λα βξεζεί ν ζπλνιηθόο αξηζκόο ησλ ππαιιήισλ ηεο εηαηξίαο. 

Γ. Πόζνη ππάιιεινη παίξλνπλ εβδνκαδηαίν κηζζό κηθξόηεξν ησλ 300€. 

Γ. Να βξεζεί ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο ηεο θαηαλνκήο. 

Δ. Αλ ε εηαηξία θάλεη αύμεζε ηνπ εβδνκαδηαίνπ κηζζνύ ησλ ππαιιήισλ 

θαηά 20% ηόηε ζα ππάξμεη κεηαβνιή ηνπ ζπληειεζηή κεηαβνιήο ηεο 

θαηαλνκήο; 
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 6.  Οη κηζζνί ησλ ππαιιήισλ ζε € κηαο εηαηξίαο αθνινπζνύλ πεξίπνπ θαλνληθή 

θαηαλνκή θαη ην 49,85% ησλ κηζζώλ βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα (1850,2000) ηόηε: 

Α. Να βξεζνύλ γηα ηνπο κηζζνύο ε κέζε ηηκή, ε δηάκεζνο, ε ηππηθή 

απόθιηζε, ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο θαη ην εύξνο ηεο. 

Β. Να βξεζεί ην πνζνζηό ησλ κηζζώλ πνπ είλαη πάλσ από 2000€.  

 

 

 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 22 

. 5 

 

ΜΔΗΚΣΔ ΑΚΖΔΗ 2
νπ

 ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 

1.  Έζησ x1, x2, …, xθ , νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ ελόο δείγκαηνο κεγέζνπο λ. 

Αλ γηα ηηο ζπρλόηεηεο λi θαη ηηο αζξνηζηηθέο ζπρλόηεηεο Fi ηζρύνπλ: 

λi  = ι + 2i, ιR θαη Fi = 
22i 10i

100


 , i = 2, 3, ..., θ ηόηε: 

  i) Να δείμεηε όηη fi = 
8 4i

100


 

  ii) Να δείμεηε όηη θ = 5. 

  iii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι ζπλαξηήζεη ηνπ λ. 

  iv) Νi = 2 1
i i 5

5

 
   
 

 

2.  Έζησ x1, x2, …, x100 νη ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ κε κέζε ηηκή x . ε θάπνηεο 

από ηηο ηηκέο xi πξνζζέηνπκε ηνλ αξηζκό 7 θαη ζηηο ππόινηπεο αθαηξνύκε ην 3. Ζ 

κέζε ηηκή ηνπ λένπ δείγκαηνο είλαη κεγαιύηεξε ηεο x  θαηά 4 κνλάδεο. Να βξείηε 

ζε πόζεο ηηκέο ηεο κεηαβιεηήο X πξνζζέζακε ην 7.  

3.  Σν δηπιαλό ζρήκα παξηζηάλεη ην πνιύγσλν ζπρλνηήησλ  

ησλ παξαηεξήζεσλ xi από έλαλ πιεζπζκό κεγέζνπο λ = 100. 

Αλ ηζρύεη 2λ2 = λ1 + λ3, 

  i) Να βξείηε ηε δηαθνξά Ν3 – λ2 

  ii) Αλ νη αξηζκνί λ1, λ3 είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο: 

  2

1 3x x 800 0       

λα βξείηε ηηο ζπρλόηεηεο όισλ ησλ παξαηεξήζεσλ θαη λα θαηαζθεπάζεηε ην     

αληίζηνηρν θπθιηθό δηάγξακκα. 

4.  ην δηπιαλό πνιύγσλν  αζξνηζηηθώλ ζπρλνηήησλ δί- 

λνληαη νη εκέξεο δηαθνπώλ ησλ ππαιιήισλ κηαο εηαηξί- 

αο θαηά ην κήλα Ηνύλην. Σα δεδνκέλα έρνπλ νκαδνπνηεζεί 

ζε 4 θιάζεηο ίζνπ πιάηνπο. Να βξεζεί: 

  i) Σν πιήζνο ησλ εξγαδνκέλσλ. 

  ii) Οη ζπρλόηεηεο ησλ θιάζεσλ. 

  iii) Ζ ηηκή xθ ηεο κεηαβιεηήο πνπ έρεη αζξνηζηηθή ζπ- 

  ρλόηεηα Νθ = 15. 

5.  Έλαο βηνκήραλνο ζέιεη λα θάλεη αύμεζε ζηνπο κηζζνύο ησλ εξγαδνκέλσλ 

ηνπ. Σνπ έρνπλ πξνηαζεί δύν ηξόπνη γηα λα δώζεη ηελ αύμεζε. Να δώζεη ζε 

θαζέλα 42€ ή 6% ηνπ κηζζνύ ηνπ. Πνηνο πξέπεη λα είλαη ν κέζνο κηζζόο ησλ 

εξγαδνκέλσλ, ώζηε λα «ζπκθέξεη» ην βηνκήραλν ε αύμεζε ηνπ 6%. 
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6.  Αλ ζε έλα δείγκα κεγέζνπο λ γηα ηηο κεηαβιεηέο x, y, z ηζρύνπλ νη ζρέζεηο: 

z = 3x – 12 y = 2 – x 

θαη νη κεηαβιεηέο y, z έρνπλ ηνλ ίδην CV, λα ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή x . 

7.  Έλα δείγκα λ παξαηεξήζεσλ κε ζεηηθέο ηηκέο έρεη κέζε ηηκή x  θαη 

δηαθύκαλζε 2

xs . Αλ ηζρύεη 100 2

xs  = 16 x
2
 : 

  i) Να ππνινγίζεηε ην ζπληειεζηή κεηαβνιήο ηνπ δείγκαηνο θαη λα 

εμεηάζεηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο. 

  ii) Απμάλνπκε θάζε κηα από ηηο παξαηεξήζεηο xi θαηά ζηαζεξή πνζόηεηα 

c>0. Να βξείηε ηε  ειάρηζηε ηηκή ηεο c γηα ηελ νπνία ην δείγκα γίλεηαη 

νκνηνγελέο. 

  iii) Αλ ε κέζε ηηκή ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ παξαηεξήζεσλ ηεο αξρηθήο 

κεηαβιεηήο x είλαη 116, λα ππνινγίζεηε ηε κέζε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο x. 

8.  Έζησ κηα κεηαβιεηή X πνπ παίξλεη ηηκέο x1, x2, …, xλ. Αλ ε κεηαβιεηή X 

έρεη κέζε ηηκή x  δηάθνξε ηνπ κεδελόο θαη ζπληειεζηή κεηαβνιήο CV ηόηε: 

  i) Να δείμεηε όηη 

2

i
2 i 1

2

x

1 CV
x



 



 

  ii) Έζησ 1 2 3 4 5x 2,x ,x 1,x ,x 10   νη πέληε ηηκέο κηαο κεηαβιεηήο Υ. Να 

ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο πνπ ιείπνπλ, αλ γλσξίδεηε όηη x  = 4, CV = 
10

4
 θαη ηζρύεη 

x3 < x4. 

9.  i) Γίλεηαη δείγκα ηηκώλ κεγέζνπο λ, κε κέζε ηηκή x θαη ηππηθή απόθιηζε s. 

Να απνδεηρζεί όηη 2 2 2

i

i 1

x (s x )




    

      ii) Από ηνπο 20 εξγάηεο κηαο βηνηερλίαο νη 15 έρνπλ κέζν εκεξνκίζζην 

1x =30€ κε ηππηθή απόθιηζε s1 = 2 θαη νη ππόινηπνη 5 έρνπλ κέζν εκεξνκίζζην 

2x  = 40 κε ηππηθή απόθιηζε s2 = 3. Να ππνινγηζηεί ην κέζν εκεξνκίζζην, θαζώο 

θαη ε ηππηθή απόθιηζε όισλ ησλ εξγαηώλ. 

10.  Οη παξαηεξήζεηο κηαο κεηαβιεηήο αθνινπζνύλ ηελ θαλνληθή θαηαλνκή. 

Αλ ην 16% ησλ παξαηεξήζεσλ είλαη κηθξόηεξεο ηνπ 12 θαη ην 2,5% κεγαιύηεξεο 

ηνπ 21 ηόηε : 

  i) Να βξεζεί ην x  θαη ην s. 

  ii) Σν εύξνο R θαη ν ζπληειεζηήο κεηαβνιήο CV. 

  iii) Πνην πνζνζηό παξαηεξήζεσλ βξίζθνληαη ζην δηάζηεκα από 9 έσο 21; 

  iv) Αλ ην κέγεζνο ηνπ δείγκαηνο είλαη 11, λα ππνινγηζηεί ην 
2

i i

i 1

x




 . 

11.  ηα δύν ηκήκαηα Σ1 θαη Σ2 ηνπ κεηαπηπρηαθνύ ηαηηζηηθήο, ε γξαπηή κέζε 

βαζκνινγία ησλ εμεηάζεσλ ηνπ 1
νπ

 εμακήλνπ ζην κάζεκα ηεο ηαηηζηηθήο ήηαλ 

x  = 6 θαη ε ηππηθή απόθιηζε s = 1. ην 2
ν
 εμάκελν όινη νη θνηηεηέο ηνπ 
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ηκήκαηνο Σ1 αύμεζαλ ηε γξαπηή βαζκνινγία ηνπο ζην ίδην κάζεκα θαηά 1 

κνλάδα. Δπίζεο, όινη νη θνηηεηέο ηνπ ηκήκαηνο Σ2 αύμεζαλ ηε γξαπηή 

βαζκνινγία ηνπο ζην ίδην κάζεκα θαηά 15%. 

  i) Να βξεζνύλ νη λέεο κέζεο ηηκέο θαη νη λέεο ηππηθέο απνθιίζεηο ηνπ θάζε 

ηκήκαηνο. 

  ii) Πνηνπ ηκήκαηνο ε βαζκνινγία παξνπζηάδεη κεγαιύηεξε νκνηνγέλεηα κεηά 

ηηο απμήζεηο ηηο βαζκνινγίαο πνπ πέηπραλ ζηηο εμεηάζεηο 2
νπ

 εμακήλνπ. 

  iii) Να βξεζεί ε κηθξόηεξε ηηκή ηεο ζεηηθήο αθέξαηαο ζηαζεξάο C πνπ πξέπεη 

λα πξνζηεζεί ζηηο γξαπηέο βαζκνινγίεο ησλ θνηηεηώλ ηνπ ηκήκαηνο Σ1 κεηά ηε 

βαζκνινγία ηνπ 2
νπ

 εμακήλνπ έηζη ώζηε ην δείγκα λα γίλεη νκνηνγελέο. 

  iv) Αλ νη βαζκνινγίεο ηνπ ηκήκαηνο Σ1 απνηεινύλ πεξίπνπ θαλνληθή 

θαηαλνκή λα βξεζεί ην πνζνζηό ησλ θνηηεηώλ πνπ έγξαςε από 6 έσο 9 ζηηο 

εμεηάζεηο ηνπ 1
νπ

 θαη 2
νπ

 εμακήλνπ. 

12.  Ζ θαηαλνκή ηνπ ρξόλνπ x ζε ώξεο πνπ ρξεηάδεηαη λα θάλεη ε γξακκή 

INTERCITY κεηαμύ ησλ ζηαζκώλ Αζήλαο θαη Θεζζαινλίθεο είλαη θαλνληθή. Αλ 

γηα 100 δηαδξνκέο κεηαμύ απηώλ ησλ ζηαζκώλ  έρνπκε ti = 800 θαη  2

it  = 6464 

ηόηε: 

A.  i) Να βξείηε ην κέζν ρξόλν πνπ ρξεηάδεηαη ε ακαμνζηνηρία γηα λα δηαλύζεη       

ηελ παξαπάλσ απόζηαζε. 

     ii)  Βξείηε ηελ ηππηθή απόθιηζε ησλ ρξόλσλ ηεο παξαπάλσ δηαδξνκήο 

     iii)  Βξείηε αλ ην δείγκα είλαη νκνηνγελέο. 

Β.   i) Να βξείηε ην πιήζνο ησλ δηαδξνκώλ πνπ ρξεηάζηεθε ηνπιάρηζηνλ 8 ώξεο 

ε ακαμνζηνηρία λα δηαλύζεη ηελ απόζηαζε Αζήλα – Θεζζαινλίθε. 

      ii) Να βξείηε ην πνζνζηό ησλ δηαδξνκώλ πνπ ρξεηάζηεθε από 7,2 έσο 9,6 

ώξεο ε ακαμνζηνηρία γηα λα δηαλύζεη ηελ απόζηαζε Αζήλα – 

Θεζζαινλίθε. 

     iii) Βξείηε ην πιήζνο ησλ δηαδξνκώλ κε ρξόλν ην πνιύ 7,2 ώξεο. 

Γ. Να βξείηε ηε δηάκεζν θαη ην εύξνο ηεο θαηαλνκήο. 
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ΓΡΑΜΜΗΚΖ ΠΑΛΗΝΓΡΟΜΖΖ 

 

1.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ επζεηώλ γξακκηθήο παιηλδξόκεζεο πνπ έρνπκε 

θέξεη “κε ην κάηη” ζηα παξαθάησ δηαγξάκκαηα 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.          

             

            
    ην παξαθάησ δηάγξακκα  

    δηαζπνξάο λα θέξεηε “κε ην κάηη”  

    ηελ επζεία γξακκηθήο   

    παιηλδξόκεζεο θαη λα  

    πξνζδηνξίζεηε ηελ εμίζσζή ηεο . 
 

 

 

 

3.  
   
Να ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ηνπ παξαπιεύξσο 

πίλαθα θαη λα πξνζδηνξίζεηε ηελ επζεία 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ y = α + βx 

 

 

xi yi xi² xiyi 

   100 

15   60 

 2   

 6 2500  

    100 17   
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4.  
                    Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ δηπιαλνύ πίλαθα λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 

επζείαο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ y = α + βx .    

Μεηά λα εθηηκήζεηε ηελ ηηκή ηνπ y όηαλ ην x είλαη ίζν κε : α)8,  

  β) 0 , γ) 6 .  

 

 

 5.  Nα ζπκπιεξώζεηε ην θελό ηνπ  

δηπιαλνύ πίλαθα αλ είλαη 

γλσζηό όηη νη εθηηκήηξηεο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηεο κεηαβιεηήο Y πάλσ ζηε X 

είλαη : α = - 
43

51
 , β = 

76

51
 . 

6.   
Γηα ηα δεδνκέλα ηνπ δηπιαλνύ πίλαθα λα βξείηε : 

α) ηελ εμίζσζε επζείαο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηεο κεηαβιεηήο Y 

πάλσ ζηε X . 

β) ηελ εμίζσζε επζείαο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ηεο κεηαβιεηήο X 

πάλσ ζηε Y. 

γ) Να εθηηκήζεηε ην x αλ είλαη γλσζηό όηη y = 15 . 

7.   
Nα πξνζδηνξίζεηε ηα α ώζηε ε επζεία  

Διαρίζησλ ηεηξαγώλσλ γηα ηα δεδνκέλα  

Σνπ πίλαθα λα είλαη ε : y = 
18

5
 x + 

27

5
  . 

8.   
Nα πξνζδηνξίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ α ώζηε ε επζεία ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ γηα ηα δεδνκέλα ηνπ πίλαθα λα έρεη ζπληειεζηή 

δηεύζπλζεο  
17

10
  . 

 

9.  Οη κεηαβιεηέο x θαη y εμαξηώληαη ε κία από ηελ άιιε θαη ηθαλνπνηνύλ ηηο 

ζρέζεηο : 

 xi = 50 yi =732 xi² =322 yi² = 67214 xiyi =4640    v = 10 . 

Να ππνινγηζηεί ε επζεία παιηλδξόκεζεο y = α + βx .     

10.  Nα πξνζδηνξίζεηε ην α, ώζηε ε επζεία ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ γηα ηα 

δεδνκέλα ηνπ παξαθάησ πίλαθα λα είλαη ε y = 1 + x . 

x 1 2 3 4 5 

y 1 4 5 α 6 

x y 

2 3 

5 4 

7 5 

4 2 

1 0 

x 2 5 4  10 

y 3 7 4 10 15 

x y 

5 4 

10 8 

15 10 

20 20 

25 20 

x Y 

1 10 

2 12 

3 15 

4 Α 

5 24 

x Y 

1 1 

5 8 

2 3 

Α 6 

3 2 
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11.  ε έξεπλα, γηα ην πώο κεηαβάιιεηαη ην βάξνο(y) ησλ παηδηώλ ειηθίαο 17 

εηώλ ζε ζρέζε κε ην ύςνο(x) ηνπο,  βξέζεθε όηη : 

 Αλ ην ύςνο κεηαβιεζεί θαηά κηα κνλάδα, ηόηε ην βάξνο κεηαβάιιεηαη θαηά 

1,3Kg .  

Αλ ε κέζε ηηκή ηνπ ύςνπο ησλ καζεηώλ είλαη 170 cm θαη ην κέζν βάξνο 75 Kg, 

λα εθηηκήζεηε ην βάξνο ελόο καζεηή κε ύςνο 190 cm . 

12.  H επζεία y = 12 + βx εθηηκά ηνπο βαζκνύο (y) πνπ ζπγθέληξσλε νκάδα 

πνδνζθαίξνπ ηεο Φζηώηηδαο, ζε ζρέζε κε ηα ηέξκαηα (x) πνπ επηηύγραλε, ηελ 

πεληαεηία 1995 – 2000 . 

Ζ επζεία y = 120 – βx εθηηκά ηνπο βαζκνύο πνπ ζπγθέληξσλε ε ίδηα νκάδα ζε 

ζρέζε κε ηα ηέξκαηα, ηελ πεληαεηία 1990 – 1995 .(Σν β είλαη ην ίδην θαη ζηηο δύν 

πεληαεηίεο ) . 

Να εθηηκήζεηε πόζνπο βαζκνύο ζα ζπγθεληξώζεη ε νκάδα ζην ηνπηθό 

πξσηάζιεκα ηεο ρξνληάο 2000 – 2001, αλ πεηύρεη 60 ηέξκαηα. Δίλαη γλσζηό όηη 

ην 1992 είρε πεηύρεη 70 ηέξκαηα θαη είρε ζπγθεληξώζεη 64 βαζκνύο . 

13.  ε κηα πόιε ηεο Διιεληθήο επαξρίαο ππάξρνπλ δύν εληαία Λύθεηα, ην 1
ν
 

θαη ην 2
ν
 . ην 1

ν
 Λύθεην, ν αξηζκόο ησλ επηηπρόλησλ (Τ) καζεηώλ ζε ΑΔΗ θαη 

ΣΔΗ εθηηκάηαη από ηελ επζεία y = -70 + x, όπνπ x ν αξηζκόο ησλ καζεηώλ ηεο Γ' 

Λπθείνπ κε x∈[80,130].Αληίζηνηρα, ζην 2ν Λύθεην εθηηκάηαη από ηελ επζεία 

y=-60+2x, x∈[10,50].Σν 2000 ππάξρνπλ 140 καζεηέο ζηε Γ' Λπθείνπ θαη ζηα 

δπν Λύθεηα, ελώ ην 1
ν
 εθηίκεζε όηη ζα έρεη επηηπρία 30%. Να εθηηκήζεηε ην 

πνζνζηό επηηπρίαο ηνπ 2
νπ

 Λπθείνπ . 

14.  Ζ επζεία παιηλδξόκεζεο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πνπ εθηηκά ηε κεηαβιεηή 

Y ζε ζρέζε κε ηε κεηαβιεηή x, δηέξρεηαη από ην ζεκείν (5, 10). Αλ ηζρύεη : 

y=3x-5 λα πξνζδηνξίζεηε ην y όηαλ ηo x=6. Γίλεηαη όηη x ≠ 5 . 

15.  Ζ επζεία ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, πνπ εθηηκά ην βάξνο (Τ) ησλ αλδξώλ  

πάλσ ζην ύςνο (Υ), είλαη παξάιιειε ζηελ αληίζηνηρε επζεία πνπ αθνξά ηηο 

γπλαίθεο. Γλσξίδνπκε όηη γπλαίθα ύςνπο 170 cm εθηηκάηαη 10 θηιά ιηγόηεξν 

από άλδξα ίδηνπ ύςνπο. Αλ ε επζεία ησλ αλδξώλ δηέξρεηαη από ην ζεκείν 

(185, 85) λα εθηηκήζεηε ην βάξνο ελόο άλδξα κε ύςνο 190 θαη κηαο γπλαίθαο 

κε ύςνο 160 όηαλ ε επζεία ησλ γπλαηθώλ δηέξρεηαη από ην ζεκείν (165, 60). 

16.  Ζ επζεία ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, πνπ εθηηκά ηελ αλεξγία Τ ησλ 

θαηνίθσλ ηεο Γεξκαλίαο σο πξνο ηε ρξνληθή ζηηγκή Υ, είλαη θάζεηε κε ηελ 

αληίζηνηρε επζεία ηεο Βξαδηιίαο. Αλ ην πνζνζηό ηεο αλεξγίαο ζηε Βξαδηιία 

ηα έηε 1985 θαη 1990 ήηαλ 30% θαη 70% αληίζηνηρα, λα εθηηκήζεηε ην 

πνζνζηό ηεο αλεξγίαο ζηε Γεξκαλία ην 1995, όηαλ ην 1985 ήηαλ 10%. 
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17.  Από ηε κειέηε ησλ εηήζησλ δεδνκέλσλ ζρεηηθά κε ηηο πξνζθεξόκελεο 

πνζόηεηεο (λ) ελόο αγαζνύ, ζε ηόλνπο, θαη ηελ ηηκή ηνπ x, ζε δεθάδεο ρηιηάδεο 

δξρ. αλά ηόλν, πξνέθπςαλ ηα παξαθάησ δεδνκέλα ηελ ηειεπηαία 8-εηία: 

x = 115, y = 235, x²= 2.450, xy = 4.850 . 

Εεηείηαη: 

α) Να πξνζδηνξηζηεί ε εμίζσζε παιηλδξνκήζεσο y = α + βx. 

β)  Να εξκελεπηεί ε παξάκεηξνο β . 

γ)  Πνηεο εθηηκάηε όηη είλαη νη πξνζθεξόκελεο πνζόηεηεο ηνπ αγαζνύ, όηαλ 

έρνπκε:  i) x = 8 θαη  ii)  x = 12. 

δ)  Να ζρεδηάζεηε ηελ επζεία παιηλδξνκήζεσο y = α- βx . 

18.  H επζεία παιηλδξόκεζεο πνπ εθηηκά ηε κεηαβιεηή Y ζε ζρέζε κε ηε 

κεηαβιεηή X, δηέξρεηαη από ην ζεκείν (2, 4). Αλ yi = 8 – 2xi , i =1, 2, … , v , λα 

εθηηκήζεηε ην Y όηαλ x = 10 θαη x ≠ 2 . 

19.   
Θεσξνύκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα γηα ηηο 

κεηαβιεηέο Υ θαη Τ. Τπνινγίζηε ηα θ, ι ώζηε ε επζεία παιηλδξόκεζεο ηεο Τ 

πάλσ ζηε Υ λα έρεη εμίζσζε : y = 0,75x – 0,5 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

xi 2 2 6 θ 

yi 3 -1 3 ι 
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ΓΛ. 6 

 

Ζ ΔΝΝΟΗΑ ΣΖ ΠΑΡΑΓΧΓΟΤ 

 

1.  Nα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο : 

   i) f(x) = x  ζην  x = 4 

  ii) g(x) = 3x² - 2x – 1  ζην  x = 1 

 iii) ζ(x) = 
1

x
   ζην  x = -1 

 iv) t(x) = x
4
 + 1 ζην  x = -1 

  v) θ(x) = 2x² + 4x  ζην  x = 2  . 

2.  Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο : 

    i) f(x) = 
3

x  ζην  x = 8 

  ii) g(x) = - 
1

x²+ 1
   ζην  x = -1  . 

3.  Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0= 3 θαη λα βξείηε  

 

ηελ f΄(3) αλ ε f  είλαη ζπλερήο ζην x0= 3 θαη      . 

 

4.  Έζησ ζπλαξηήζεηο f θαη g παξαγσγίζηκεο ζην α. Ν.Γ.Ο  : 

 

 i)  

 

 

 ii)          .  

            

5.  Αλ ε ζπλάξηεζε g είλαη ζπλερήο ζην x0= 0 λα δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε 

f(x)=x∙g(x) είλαη παξαγσγίζηκε ζ’ απηό ην ζεκείν θαη f΄(0) = g(0). 

Υξεζηκνπνηώληαο ην παξαπάλσ ζπκπέξαζκα λα δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν 

f(x) = x + 
3

x
6
∙(x+1)²  είλαη παξαγσγίζηκε ζην x0= 0 θαη βξείηε ηελ f΄(0) . 

6.  Μηα επηρείξεζε έρεη θέξδε t² ζε εθαηνκκύξηα δξαρκέο ζηα πξώηα t έηε ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηεο. 

i) Πνηνο ν κέζνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο από t= 2 ζε t= 2,5 ρξόληα . 

 ii) Πνηνο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο γηα t = 2. 

 

x


2

f x( ) x
2

f ( )

x 
lim 

2
f ( ) 2 f ( )

x

g ( ) f x( ) g x( ) f ( )

x 
lim g ( ) f ( ) f ( ) g ( )
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7.  Έλαο θύβνο έρεη αθκή x πνπ κεηαβάιιεηαη. 

i) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ επηθάλεηαο σο πξνο ηελ 

αθκή ηνπ, όηαλ x = 3 . 

ii) Να βξείηε ην κήθνο ηεο αθκήο ηνπ, όηαλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ 

εκβαδνύ επηθάλεηαο ηνπ θύβνπ είλαη 6 . 

8.  Έλαο πιεζπζκόο βαθηεξηδίσλ ζπλερώο απμάλεηαη θαη κεηά από t ώξεο δπγίδεη 

B(t) = 500+ t
3
 gr. Να βξεζεί ν ξπζκόο αύμεζεο ησλ βαθηεξηδίσλ όηαλ : i) t = 0, 

ii) t = 1, iii) t = 2 . 

9.  Ο όγθνο V κηαο ζθαίξαο αθηίλαο r είλαη V = 
4

3
 πr

3
. Να βξεζεί ν ξπζκόο 

κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ηεο σο πξνο r όηαλ r = 1. 

10.  i) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ελόο νξζνγσλίνπ κε πιεπξέο       

x+ 2 θαη 2x σο πξνο x όηαλ x= 3 . 

      ii) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ελόο νξζνγσλίνπ 

παξαιιειεπηπέδνπ ύςνπο x + 1 κε βάζε ην νξζνγώλην ηνπ πξνεγνύκελνπ 

εξσηήκαηνο σο πξνο x  όηαλ x = 2 .  

11.  Nα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο : 

 i) f(x) = x
3
   ζην Α(0, f(0)) 

 ii) f(x) = 
1

x²
   ζην Α(1, f(1)) 

iii) f(x) = x² + 3x ζην Α(-1, f(-1)) . 
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ΓΛ. 7 

 

ΠΑΡΑΓΧΓΗΖ ΒΑΗΚΧΝ ΤΝΑΡΣΖΔΧΝ – ΚΑΝΟΝΔ ΠΑΡΑΓΧΓΗΖ 

 

1.  Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = 2x
-4

 2.  f(x) = 
3

x²  3.  f(x) = 
1

 
4

x3 

  4.  f(x) = 2x²∙
3

x   

  5.  f(x) = 
2

3
 x

3
 - 

1

2
 x²+x+7      6.  f(x) = 

x²+9

5
      7.  f(x) = x² +ζπλx –2   . 

2. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = x
2
∙εκx 2.  f(x) = 

x²
lnx

  3.  f(x) = 
lnx

x+2
   

 4.  f(x) = 2x - 3 x ∙ζπλx    5.  f(x) = x∙e
x
∙lnx   6.  f(x) = 

x∙lnx

x² - 1
  

         7.  f(x) = 
2x +1

e
x   8.  f(x) = 3εκx∙ζπλx – εθx  . 

3.  Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = (2x+5)
4
 2.  f(x) = - 

3

(4- x²)5
    3.  f(x) = ζπλ

5
x   4. f(x) = ζπλx

5
  

  5.  f(x) = 2εκ
3
(x²+ 4)   6.  f(x) = 5εκ(2x²+1)

3
    7.  f(x) = 3x²-12  

  8.  f(x) = 1- ζπλ2x    9. f(x) = 
1

3
 ln3x   10.  f(x) = ln

2

x
5  11.  f(x) = ln

εθx

x²+1
   

  12.  f(x) = log2(x
3
 +5)    13.  f(x) = ( 

x+1

x - 1
 )²   14.  f(x) = ζπλ²(

1+x

1-x
 ) 

 15.  f(x) = 
lnx-2

ln²x
      16.  f(x) = e

ln(x²+1)
    17.  f(x) = e

   + x²     18.  f(x) = 
1 - e

-2x

1+e 
-2x  

4.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = e – ln(2x-1) 2.  f(x) = - 
1

2
 (e

x
 +e

-x
)   3.  f(x) = 10 x –20ln(2+ x ) 

  4. f(x) = ln²x –ln(lnx)     5. f(x) = ln(ζπλ x²+α² )       6. f(x) = log(εθx)  . 

5.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = εκ(ζπλ(x²+x))   2.  f(x) = ζπλ
3
(2x²+3x+4)

4
   3. f(x) = εκ(ζπλ²(x²-x)) 

  4.  f(x) = ln(ln(x²+3x))   5.  f(x) = ln(εκ(ζπλx²))    6.  f(x) = ln
3

(x²-3x+1)²  

  7.  f(x) = εκ(ln(ζπλ²(x+1)))   8.  f(x) = e
εκ(2x+1)²   .    



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 32 

6.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = x
x
   2.  f(x) = x

εκx
   3. f(x) = x

lnx
   4.  f(x) = (ζπλx)

lnx
  

  5.  f(x) = 2
ζπλx    6.  f(x) = 3

ζπλx+lnx
   . 

7.  Nα βξεζεί ε δεύηεξε παξάγσγνο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

   i)  y = ln(3x²-1) ii)  y = e iii)  y = εκ
3
2x  

 iv)  y = 
x²+3

x+2
   v)  y = x

3
e

-x
 vi)  y = ln(x²+2)  . 

8.  Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε y = e
x
εκx επαιεζεύεη ηελ ζρέζε :  

y΄΄-2y΄+2y=0  . 

9.  Αλ f(x) = x∙e   λα δείμεηε όηη : x
3
f΄΄(x) - xf΄(x) + f(x) = 0 . 

10.  Αλ f(x) = α∙e
-x

 + β∙e
-2x

  (α, β∈R) λα δείμεηε όηη : f΄΄(x)+3f΄(x)+2f(x) = 0 γηα 

θάζε x∈R . 

11.  Έζησ ζπλάξηεζε f:(0, 
π

 2
 ) → R κε ηύπν y=α∙ζπλx-2ζπλ²x. Nα δεηρζεί 

όηη y΄+y∙εθx = εκ2x  . 

12.  Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε ζ(x) = 
f(x)

g(x)
  κε g(x) ≠ 0. Aλ ζ΄(α) = 0 γηα θάζε 

α∈A, λα δεηρζεί όηη: ζ(α) = 
f΄(α)

g΄(α)
 . (f, g παξαγσγίζηκεο θαη g΄(α) ≠ 0) .     

13.  Αλ f(x) = g(x)+h(x) θαη g΄(x) = -h(x), h΄(x) =g(x) γηα θάζε x∈R λα δείμεηε  

όηη: f΄΄(x)+f΄(x) = 0 . 

14.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
εκx+ζπλx

εκx-ζπλx
  . 

i) Να δείμεηε όηη f΄(x)+f²(x) = -1 

ii) Αλ f΄΄(x) = 0 λα δείμεηε όηη f(x) = 0  . 

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν f(x) = ln3x. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο f΄(2x) 

θαη (f(2x))΄. Ση παξαηεξείηε ; 

16.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, g νξηζκέλεο θαη παξαγσγίζηκεο ζην δηάζηεκα Γ. 

Αλ γηα θάζε x∈Γ ηζρύεη: 5f²(x) = 2g
3
(x) – 48 θαη f(2) = 4,f΄(2) = 1, λα βξείηε ηα 

g(2), g΄(2) (2∈Γ) . 
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ΓΛ. 8 

 

ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΖ ΚΑΜΠΤΛΖ 

 

1.  Να βξείηε ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(t) = 
e

t
+1

e
t
+2

  ζην ζεκείν Α(0, f(0)). Οκνίσο ηεο θακπύιεο 

f(ζ)=
εκζ

2-ζπλζ
  ζην ζεκείν Α(π, f(π)) . 

2.  Nα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = 
1

4
 (αx – x

3
) ζην ζεκείν ηεο Ο(0, f(0)) λα ζρεκαηίδεη κε ηνλ 

άμνλα xx΄ γσλία 45 . 

3.  Να βξεζεί ε Δ.Δ ζην x0 = 2 ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο f(x) = x
3
 – x . 

4.  Nα βξεζνύλ νη Δ.Δ ηεο θακπύιεο f(x) = x²-x-6 ζηα ζεκεία πνπ απηή ηέκλεη 

ηνπο άμνλεο . 

5.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο  

f(x) = x
4
-3x ζην ζεκείν Α(x0, y0), αλ ε εθαπηνκέλε ζρεκαηίδεη γσλία 45 κε ηνλ 

νξηδόληην άμνλα . 

6.  Να βξεζνύλ νη Δ.Δ ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = x²-3x ζηα 

ζεκεία πνπ ην δηάγξακκα ζπλαληά ηνλ xx΄ . 

7.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο C ηεο f 

κε f(x)= 2x
3
-3x²-12x+5 πνπ είλαη παξάιιειεο ζηνλ xx΄ .  

8.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε 

f(x)= 4-x² πνπ ζρεκαηίδεη γσλία  
π

3
  κε ηνλ άμνλα xx΄. 

9.  Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f κε 

f(x) = x²+αx+1 θαη g κε g(x) =2x²+x+β λα έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν 

x0=1 . 

10.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 

κε f(x) =x²-5x+6πνπ πεξλνύλ από ην ζεκείν Μ(1, -2) .  
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11.  Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = 
x

3
+α

2x+α
  ζην ζεκείν Α(-1, f(-1)) λα είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ 

άμνλα xx΄ . 

12.  Nα βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

f(x) = -2ln
x+1

x
  πνπ είλαη παξάιιειεο ζηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο xOy .  

13.  Nα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ηεο ζπλάξηεζεο 

f(x)= ζπλ²2x ζην ζεκείν ηεο κε x = 
π

6
  . 

14.  Αλ f(x) = (α-β)x²+(α+β+γ)x+α-β-γ λα ππνινγίζεηε ηνπο πξαγκαηηθνύο 

αξηζκνύο α, β, γ ώζηε ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f λα δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ θαη ε εθαπηνκέλε ζην ζεκείν Μ(-
1

2
 ,
3

4
 ) λα ζρεκαηίδεη γσλία 45 κε ηνλ 

άμνλα xx΄ . 

15.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ζην ζεκείν Α(0, f(0)) ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = εκ(
π

6
 + x

3
) . 

16.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f κε ηύπν f(x) = εκx² ζην ζεκείν Α(
π

2
  , 1) . 

17.  Έζησ νη ζπλαξηήζεηο κε ηύπνο f(x) = 
1

2 
 εκ2x θαη g(x) = 

1

2 
 ζπλ2x  

x∈[0,2π]. Να βξείηε ηνπο αξηζκνύο x0 ώζηε νη εθαπηόκελεο ησλ Cf θαη Cg ζηα 

ζεκεία κε ηεηκεκέλεο x0 λα είλαη : i) παξάιιειεο   ii) θάζεηεο  . 

18.  Έζησ ε ζπλάξηεζε κε ηύπν f(x) = αεκx+βεθx  x∈[0, 
π

2
 ) θαη α, β∈R. Να 

βξείηε ηα α, β∈R ώζηε ε θιίζε ηεο f ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο x1 = 0 θαη x2 = 
π

4
 

λα είλαη 4 θαη 4 + 2  αληίζηνηρα . 

19.  Να βξεζεί ην α ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
 –αx λα έρεη ζην ζεκείν x0 =1 

εθαπηνκέλε παξάιιειε πξνο ηελ επζεία y – 2x + 3 = 0. Δπίζεο λα βξεζεί ε 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο . 

20.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε 

f(x)=2x²+3x-1 πνπ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία x-y-2=0 . 
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21.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f: R→R κε ηύπν f(x) = x²+ θx +ι. Να βξεζνύλ νη 

θ,ι∈R έηζη ώζηε ε επζεία y=3x λα εθάπηεηαη ζην δηάγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην ζεκείν Μ(1, 3) .  

22.  Να βξεζνύλ νη εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =2x²+2 

πνπ δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ .  

23.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) =αx²-2x+9. Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε ε 

επζεία y = βx λα εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν A(3,f(3)). 

24.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = 
x - 4

x - 2
 . Να απνδείμεηε όηη νη εθαπηόκελεο 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζηα ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηνπο άμνλεο είλαη 

παξάιιειεο . 

25. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, κε: f(x) = x²+(α+1)x+2β+1 θαη g, κε: 

g(x)=αx²+(β+2)x+4α. Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f 

θαη g λα έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0 = -1 . 

26.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g, κε: f(x) = αx²-4x+β θαη g(x) =  
βx

x - 1
 . Να 

βξείηε ηα α, β∈R ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη g λα έρνπλ θνηλή 

εθαπηνκέλε ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0 = 2 . 

27.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε : f(x) = αx²+βx+7. Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε ε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Μ(2, 9) λα δηέξρεηαη από 

ην ζεκείν Α(1, 2) .  

28.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, κε f(x) = lnx, θαη g κε g(x) = ln²x - lnx + 1.Να 

απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν, θαη ζην 

ζεκείν απηό έρνπλ ηελ ίδηα εθαπηνκέλε . 

29.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R κε f΄(x) ≠ 0 γηα θάζε 

πξαγκαηηθό αξηζκό x θαη ε ζπλάξηεζε g κε g(x) = 2004
f(x)

f΄(x)
  γηα θάζε 

πξαγκαηηθό αξηζκό x. Αλ ππνζέζνπκε όηη ππάξρεη x0∈R γηα ην νπνίν ηζρύεη 

f΄΄(x0) = 0, λα δείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην 

(x0,g(x0)) είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία ε : 
y

4
 - 501x = 1 . 

30.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε : f(x) =x²∙lnx, x>0. 

a) Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x>0 ηζρύεη : x∙f΄( 
1

x
 ) + f΄΄(x) = 4 

b)  Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Α(1, 0) εθάπηεηαη ηεο 

Cg, κε g(x) = 
1

4
 (4x²-3), ζην ζεκείν Β(

1

2
 , -

1

2
 ) . 
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31.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = e
αx

 + 3 κε α, x∈R . 

    α) Να απνδείμεηε όηη : 

Αλ ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f είλαη παξάιιειε κε ηελ         

επζεία y = 2x +1 ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x = 0 ηόηε α =2 . 

    β) Γηα ηελ παξαπάλσ ηηκή ηνπ α∈R λα βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(0, f(0)) . 
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ΓΛ. 9 

 

ΡΤΘΜΟ ΜΔΣΑΒΟΛΖ 

 

1.  Ζ έληαζε ηνπ ειηαθνύ θσηόο ζε βάζνο x κέηξα κηαο ζνιήο ιίκλεο 

ειαηηώλεηαη εθζεηηθά σο πξνο x ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν I(x) = I0∙e 
–x

 (x ≥ 0) όπνπ 

Η0 ε έληαζε ηνπ θσηόο ζηελ επηθάλεηα ηεο ιίκλεο. Να ππνινγίζεηε ην ξπζκό 

κεηαβνιήο ηνπ Η σο πξνο x . 

2.  To πνζνζηό ησλ ζπόξσλ ελόο δέληξνπ πνπ εμαπιώλνληαη ζε απόζηαζε από 

ηε βάζε ηνπ κεγαιύηεξε από r δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε : ξ(r) = 
3

4
 (

r0

r
 )

1/2
+

1

4
 (

r0

r
 ) 

όπνπ r0 κηα ζηαζεξά. Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ πνζνζηνύ εμάπισζεο 

ησλ ζπόξσλ όηαλ r = 2r0 .  

3.  H αθηίλα r(cm) ελόο ζθαηξηθνύ κπαινληνύ κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξόλνπ t(sec) θαη δίλεηαη από ηνλ ηύπν r(t) = 10e
-t
 . Να βξεζεί ν ξπζκόο 

κεηαβνιήο ηεο επηθάλεηαο ηνπ κπαινληνύ θαηά ηελ ρξνληθή ζηηγκή t = 2sec . 

(E=4πξ² θαη V= 
4

3
 πξ

3
 ) . 

4.  Υξσκαηηζηό πγξό πέθηεη ζε ξνύρν θαη απιώλεηαη ζρεκαηίδνληαο θπθιηθή 

θειίδα ηεο νπνίαο ην εκβαδόλ απμάλεη κε ξπζκό κεηαβνιήο 5cm²/min. Να βξεζεί 

ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο αθηίλαο θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην 

εκβαδόλ ηεο θειίδαο είλαη 36π cm² . 

5.  Να βξεζεί o ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο Ρ ζε ρηιηάδεο δξαρκέο αλά 

αληηθείκελν όηαλ ην εβδνκαδηαίν θόζηνο παξαγσγήο είλαη : θ(x) =40+5x+ 
1

4
 x² 

θαη ε είζπξαμε Δ(x) = 60x- x² ζηελ πεξίπησζε πνπ πσινύληαη α) 20 αληηθείκελα 

ηελ βδνκάδα, β) 30 αληηθείκελα ηελ βδνκάδα . 

6.  Μηα ζθαηξηθή κπάια ρηνληνύ αξρίδεη λα ιηώλεη θαη ε αθηίλα ηεο ειαηηώλεηαη 

ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν R = 9 - 4t, όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec θαη 0 ≤ t ≤ 
9

4
 . Να βξείηε 

ην ξπζκό κείσζεο ηνπ όγθνπ θαη ηεο επηθάλεηαο ηεο κπάιαο όηαλ t = 1sec . 

7.  Γίλεηαη νξζή γσλία xOy θαη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ κήθνπο 10m ηνπ 

νπνίνπ ηα άθξα Α θαη Β νιηζζαίλνπλ πάλσ ζηηο πιεπξέο Οy θαη Οx αληίζηνηρα. 

Σν ζεκείν Β θηλείηαη κε ηαρύηεηα π = 2m/sec θαη ε ζέζε ηνπ πάλσ ζηνλ άμνλα 

Οx δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε S(t) = π∙t, t∈[0, 5] όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec. 

i) Να βξεζεί ην εκβαδόλ Δ(t) ηνπ ηξηγώλνπ (ΟΑΒ) σο ζπλάξηεζε ηνπ t. 

ii) Πνηνο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ E(t) ηε ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην κήθνο ηνπ 

ΟΑ είλαη 6m ; 
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8.  Oη δηαζηάζεηο x θαη y ελόο νξζνγσλίνπ απμάλνπλ κε ξπζκό 2cm/sec θαη 

4cm/sec αληίζηνηρα. Να βξείηε ην ξπζκό αύμεζεο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ 

σο πξνο ηνλ ρξόλν t θαηά ηελ ρξνληθή ζηηγκή t0 πνπ είλαη x = 25cm θαη y = 32cm. 

9.  Από έλα ζθαηξηθό κπαιόλη δηαθεύγεη αέξην κε ξπζκό 3cm
3
/sec. Να βξείηε 

ηνλ ξπζκό κείσζεο ηεο επηθάλεηαο ηνπ κπαινληνύ όηαλ ε αθηίλα ηνπ είλαη 20 cm. 

10.  Έλα θηλεηό ζε ρξόλν t sec δηαλύεη δηάζηεκα S ζε m πνπ δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν S(t) = t
3
+t²+t+1, 0 ≤ t ≤ 5. Να βξείηε : 

i) ηελ αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ  

ii) ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ε ηαρύηεηα ηνπ γίλεηαη 6 m/sec 

iii) ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ε επηηάρπλζή ηνπ γίλεηαη 26 m/sec² . 

11.  Ζ ζέζε ελόο πιηθνύ ζεκείνπ πνπ βάιιεηαη, κε θόξα πξνο ηα πάλσ, από ην 

έδαθνο δίλεηαη από ηνλ ηύπν y(t) = 5t(20-t), όπνπ t ν ρξόλνο ηεο θίλεζεο ζε sec. 

i) Να βξείηε ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε ηνπ ζεκείνπ όηαλ t = 11sec. 

Ση ζπκπεξαίλεηε γηα ηελ θίλεζε ηνπ ηε ζηηγκή απηή; 

ii) Να βξείηε ηελ αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ ζεκείνπ θαη ην κέγηζην ύςνο ζην 

νπνίν θζάλεη. 

iii) ε πνηα ρξνληθή ζηηγκή ην ύςνο ηνπ είλαη 375m .  

12.  Δηαηξεία θαηαζθεπήο ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ ρξεζηκνπνηεί σο κνληέιν 

πώιεζεο ησλ πξντόλησλ ηεο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ ηε ζρέζε K(t) = 
80t

t²+4
  . 

Όπνπ t ν ρξόλνο θπθινθνξίαο ηνπ πξντόληνο ζε κήλεο θαη K(t) ην πιήζνο ησλ 

Ζ/Τ πνπ πνπιά ζην αληίζηνηρν ρξόλν ζε ρηιηάδεο κνλάδεο.    

α. Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ησλ πσιήζεσλ ηεο εηαηξείαο κεηά ηελ πάξνδν 

ελόο κήλα από ηελ θπθινθνξία θάπνηνπ λένπ κνληέινπ Ζ/Τ ηεο ζηελ αγνξά . 

β. Να βξεζεί πόηε νη πσιήζεηο θάπνηνπ λένπ κνληέινπ Ζ/Τ ηεο εηαηξείαο 

κεγηζηνπνηνύληαη . 

γ. Να βξεζεί ε κέγηζηε πνζόηεηα ζε ρηιηάδεο κνλάδεο πνπ πνπιά ε εηαηξεία . 

13.  Οη εκεξήζηεο εηζπξάμεηο ελόο θαηαζηήκαηνο πνπ ιεηηνπξγεί όιν ην 

εηθνζηηεηξάσξν, δίλνληαη ζε ρηιηάδεο Δπξώ, από ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f κε 

f(t) = 
20t

t²+64
 , όπνπ ν ρξόλνο t∈(0, 24) κεηξηέηαη ζε ώξεο θαη ε κέηξεζε ηνπ 

αξρίδεη ακέζσο κεηά ηηο 12 ην κεζεκέξη. 

α. Να βξείηε πόηε ην θαηάζηεκα πξαγκαηνπνηεί ηηο πεξηζζόηεξεο εηζπξάμεηο θαη 

πόζεο είλαη απηέο. 

β. Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ησλ εηζπξάμεσλ, ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ 

νπνία ε επηρείξεζε πξαγκαηνπνηεί ηηο πεξηζζόηεξεο εηζπξάμεηο, θαζώο θαη ην 

ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνίν ν ξπζκόο κεηαβνιήο είλαη ζεηηθόο . 

γ. Αλ είλαη γλσζηό όηη ην θαηάζηεκα έρεη θέξδνο όηαλ νη εηζπξάμεηο είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ρίιηα Δπξώ, λα βξείηε ην ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνίν ε επηρείξεζε 

είλαη θεξδνθόξα . 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 39 

ΓΛ. 10 

 

ΜΟΝΟΣΟΝΗΑ – ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΤΝΑΡΣΖΖ 

 

1.  Να βξείηε ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = x² + 4x ii) f(x) = 2 - x² iii) f(x) = x² - 2 x – 1 

 iv) f(x) =
x

3

3
 - 2x² + 

3

4
  v) f(x) = -x

3
 + 12x + 13 .  

2.  Να δείμεηε όηη νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο δελ έρνπλ αθξόηαηα : 

  i) f(x) = αx3  α ≠ 0  ii) f(x) = -x
3
 – 6x + 7 iii) f(x) = x3 - 6x² + 12x – 16 

 iv) f(x) =- x3 + αx² + (α – 6)x + 4 θαη 0 < α < 3 . 

3.  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = x4 - 8x² + 5 ii) f(x) = 2x
3
 - 15x² + 36x + 10 

 iii) f(x) = - 
x

3

3
 + 2x² - 3x + 1  iv) f(x) = (x² - 1)

3
  . 

4.  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = 9 - x²  ii) f(x) = x² - 4x         iii) f(x) =  
x²

x + 1
  

  iv) f(x) = x - e
x 

v) f(x) = 
x

e
x        vi)  f(x) = x²∙e

x
   . 

5.  Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε f σο πξνο ηελ κνλνηνλία ζην δηάζηεκα [0, 
π

2
 ] 

κε ηύπν f(x) = 
ζπλx

εκ²x
  . Αλ α, β∈[0, 

π

2
 ] θαη α > β ηόηε λα δείμεηε : 

εκ²α

εκ²β
  > 

ζπλα

ζπλβ
  . 

6.  Να βξεζνύλ ηα α, β θαη γ ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
+αx²+βx+γ  κε f(0) = 3 

λα έρεη ηνπηθά αθξόηαηα ζηα x = 1 θαη x = 
1

3
  .   

7.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x² + 
2α

x
 + β  (α, β∈R) ε νπνία κεδελίδεηαη 

ζην x1 = 1 θαη παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην ζεκείν x0 = 2 . 

  i) Να βξεζνύλ ηα α θαη β . 

 ii) Να βξεζεί ην είδνο ηνπ αθξόηαηνπ θαη ε ηηκή ηνπ .     

8.  Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α, β γηα ηηο νπνίεο ε ζπλάξηεζε f(x) = αx
3
+βx²-12x 

παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα ζηα ζεκεία x1 = -1 θαη x2 = 2. Να θαζνξίζεηε ην 

είδνο ησλ αθξόηαησλ . 
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9.  Θεσξνύκε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x
3
 + αx² + βx – 1. Να βξείηε ηα α, β∈R αλ 

ε f παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην x0 = 1 θαη ηζρύεη : f΄΄(
4

3
 ) = 0 . 

10.  Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη f²(x) + f(x) = x
3
+2x 

λα απνδείμεηε όηη ε f δελ έρεη αθξόηαηα .  

11.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = ln²x + αlnx + βx, α, β∈R. Να βξείηε ηα α, 

β ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x0 = e θαη f΄΄(e
3
) = 0 . 

12.  Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: R → R, ε νπνία παξνπζηάδεη ηνπηθό 

αθξόηαην ζην x0=1 θαη ηζρύεη f(1)=-6. Θεσξνύκε ζπλάξηεζε g κε g(x) = 
f(x)

x²+1
 . 

Να απνδείμεηε όηη g΄(1) = 3 . 

13.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f: R→R κε f(x)  = x
11

 + x
3
 + x . 

α) Να ηε κειεηήζεηε σο πξνο ηελ κνλνηνλία  

β) Να απνδείμεηε όηη : f(π² + e²) > f(2πe) . 

14.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = 
αx + β

x² + 1
  α, β∈R. Να ππνινγίζεηε ηα α, β 

ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη ζην x0 = 2 αθξόηαην κε ηηκή  –1. 

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε : f(x)  =αlnx + βx² + 2x. Να βξείηε ηα α, β∈R 

ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην x0 = 1 θαη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην (2, f(2)) λα είλαη θάζεηε ζηε επζεία 8y – x + 9 = 0 . 

16.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x² - 2αx + 5α, α∈R. Να βξείηε ην α ώζηε 

ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο f λα παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή . 

17.  Έζησ f ζπλάξηεζε ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε γηα θάζε x∈R. Καη γηα ηελ 

πξώηε παξάγσγν ηεο f ηζρύεη : (x²+1)²∙f΄(x) = 5(α - x²), α∈R.  

A1. Αλ γλσξίδνπκε όηη ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη αθξόηαην ζε ζεκείν κε 

ηεηκεκέλε x = 2. Να απνδεηρζεί όηη α = 4 . 

Α2. Γηα ηελ παξαπάλσ ηηκή ηνπ α 

α. Να απνδείμεηε όηη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(1, f(1)) είλαη ίζνο κε  
15

4
 . 

β. Να κειεηεζεί σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ε ζπλάξηεζε f . 

18.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = αe
x
 – βx + 3 κε x∈R θαη α, β∈R. 

α. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ α, β αλ ε Cf δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(0, 4) θαη ε 

εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α είλαη //x΄x . 

β. Να βξείηε ηελ εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην Α. 

γ. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηεο θαη ηα αθξόηαηα .  
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19.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = ιx²+(2-ι)x - 
3

4
 ι – 1, ι > 0. 

α. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

β. Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι ώζηε ην ειάρηζην ηεο f λα είλαη κέγηζην. 

20.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = e
αx

 – βx, α, β∈R. 

α) Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ α ώζηε 4f΄(x) – 4β(x – 1) = 4f(x) + f΄΄(x), γηα θάζε x∈R 

β) Να βξείηε ην β ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο f ζην ζεκείν (0, f(0)) λα είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x . 

γ) Γηα ηηο ηηκέο ησλ α, β πνπ βξήθαηε λα κειεηεζεί ε f(x) σο πξνο ηε κνλνηνλία 

θαη ηα αθξόηαηα . 
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ΓΛ. 11 

 

ΜΔΓΗΣΑ – ΔΛΑΥΗΣΑ 

 

1.  Σν γηλόκελν δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ είλαη 16. Να βξείηε ηε κηθξόηεξε ηηκή πνπ 

κπνξεί λα πάξεη ην άζξνηζκά ηνπο . 

2.  Από όια ηα νξζνγώληα πνπ θαηαζθεπάδνπκε κε ζύξκα κήθνπο 40 m πνίν 

είλαη απηό πνπ έρεη ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ ; 

3.  Από όια ηα ηζνζθειή ηξίγσλα κε πεξίκεηξν 18cm πνην είλαη εθείλν πνπ έρεη 

ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ ; 

4.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε y = 5 - x² . Να βξείηε ην ζεκείν ηεο πνπ είλαη 

πιεζηέζηεξν ζην ζεκείν Α(3, 6) . 

5.  Να βξείηε ην ι∈R ώζηε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ ξηδώλ ηεο 

εμίζσζεο 3x²+(ι-6)x-ι= 0 λα είλαη ειάρηζην θαη λα βξεζεί .  

6.  Να βξείηε ν ι∈R ώζηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=(ι-1)x²-ι(x-1)² 

λα γίλεηαη ειάρηζηε . 

7.  Σν θόζηνο θ(x) ζε δξρ/Km ζσιήλα πνπ ηξνθνδνηεί κε λεξό έλα 

απνκαθξπζκέλν εξγνζηάζην δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε θ κε ηύπν : 

θ(x)= 
1200

x²
 + 4800x όπνπ x ε δηαηνκή ηνπ ζσιήλα ζε cm². Να βξείηε ηε δηαηνκή 

ηνπ ζσιήλα γηα ηελ νπνία ην θόζηνο είλαη ειάρηζην θαη ηελ ειάρηζηε ηηκή 

θόζηνπο αλά Km. 

8.  Από θύιιν ιακαξίλαο πνπ έρεη ζρήκα ηεηξαγώλνπ 

 κε πιεπξά 2,4 m ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε 

αλνηρηό δνρείν ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ παξαιιειεπηπέδνπ, 

 θόβνληαο από ηηο 4 γσλίεο ηνπ ίζα ηεηξάγσλα,  

όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. 

 Να βξείηε ηελ πιεπξά x ηνπ ηεηξαγώλνπ 

 ώζηε ην δνρείν πνπ ζα θαηαζθεπάζνπκε λα έρεη ηε κέγηζηε ρσξεηηθόηεηα .  

 

9.      Έλα παξάζπξν απνηειείηε από έλα νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν θαη από έλα εκηθύθιην, όπσο 

      θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Αλ ε πεξίκεηξνο  

 είλαη 4+π κέηξα πσο πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπκε  

      ην παξάζπξν γηα λα έρνπκε ην κεγαιύηεξν δπλαηό  

 θσηηζκό . 


